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Op	 het	 moment	 van	 schrijven	 van	 dit	 redactio-
neel	zijn	de	uitslagen	van	de	verkiezingen	voor	de	
Tweede	Kamer	net	een	paar	dagen	bekend	en	ziet	
Uri	Rosenthal	zich	gesteld	voor	een	lastige	puzzel:	
de	verkenningen	die	in	het	huidige	versplinterde	
politieke	 landschap	 lastiger	 zouden	 zijn	 dan	 die	
van	1935.	Wellicht	zit	zijn	taak	er	bij	het	uitbren-
gen	 van	 deze	 aflevering	 van	 STAtOR	 er	 al	 op	 en	
hoeven	wij	niet	al	 te	 lang	op	een	nieuw	kabinet	
te	wachten.	
Het	oplossen	van	lastige	puzzels	houdt	voor	ons	
statistici	en	OR-onderzoekers	echter	niet	op.	De	bij-
dragen	in	deze	STAtOR	geven	een	overzicht	van	de	
puzzels	waar	wij	ons	zoal	mee	bezig	houden.	
Meten	 naar	 de	meningen	 van	 respondenten,	
over	bijvoorbeeld	politieke	voorkeur,	kan	op	ver-
schillende	manieren.	Een	methode	die	de	 laatste	
tijd	steeds	populairder	 is	geworden	 is	het	meten	
via	 internet.	Deze	methode	 is	 snel	 en	 goedkoop,	
maar	 kent	 uiteraard	 ook	 een	 aantal	 valkuilen.	
Denk	maar	 eens	 aan	 de	 bevinding	 dat	 iedereen	
een	internetaansluiting	heeft,	gevonden	op	basis	
van	een	internet	survey.	In	haar	oratie	gaat	Edith	
de	Leeuw	verder	in	op	het	hoe	en	wat	van	meten	
via	online	vragenlijsten.
Voor	 het	 meten	 van	 ontwikkelingen	 in	 de	
loop	van	de	tijd	wordt	vaak	gebruik	gemaakt	van	
cohorten.	Een	cohort	is	echter	altijd	lineair	afhan-
kelijk	van	leeftijd	en	periode	en	deze	drie	factoren	
kunnen	 dus	 nooit	 simultaan	 als	 predictoren	 in	
een	 tijdreeks	 opgenomen	 worden	 Een	 inhoude-
lijke	theorie	is	daarom	nodig	om	met	deze	afhan-
kelijkheid	 om	 te	 gaan,	 zoals	 in	 de	 bijdrage	 van	
Dirk	Sikkel	te	lezen	is.
Lastige	 puzzels	 worden	 ook	 nog	 eens	 bloed-
stollend	wanneer	het	om	het	voorraadbeheer	van	
bloedproducten	 gaat.	 In	 West-Europese	 landen	
wordt	 zo’n	 10-20%	 van	 de	 bloedplaatjes-concen-
traten	ongebruikt	weggegooid	en	dit	is	natuurlijk	
ethisch	en	economisch	onaanvaardbaar.	Door	het	
gebruik	van	nieuwe	 toepassingen	uit	de	OR	kan	
dit	percentage	aanzienlijk	teruggebracht	worden	
zoals	blijkt	uit	de	bijdrage	van	René	Haijema	en	
coauteurs.
Een	even	bloedstollende	puzzel	is	een	optimale	
zoekstrategie	voor	een	moeder	die	in	een	drukke	
winkelstraat	 haar	 kind	 is	 kwijtgeraakt.	 Robbert	
Fokkink	en	Marco	Timmer	beschrijven	algoritmes	
voor	het	 rendez-vous	probleem.	Voor	de	bijbeho-
rende	master	scriptie	ontving	de	tweede	auteur	in	
2009	de	VVS	scriptieprijs.
Het	mag	niet	vreemd	zijn	dat	veel	van	de	puz-
zels	 waar	 statistici	 zich	 mee	 bezig	 houden	 over	
kansen	 gaan.	 Een	 trekking	 van	 dezelfde	 set	 van	
zes	 getallen	 in	 twee	 opeenvolgende	 trekkingen	
van	 de	 lotto	 lijkt	 zeer	 onwaarschijnlijk,	 maar	 is	
het	 toch	 niet	 zoals	 Henk	 Tijms	 in	 zijn	 bijdrage	
laat	zien.	Wiebe	Pestman	vraagt	zich	af	hoe	groot	
de	kans	is	dat	twee	error	bars	elkaar	overlappen.	
Hij	 laat	zien	hoe	het	gebruik	van	error	bars	voor	
het	detecteren	van	verschillen	tussen	twee	steek-
proefgemiddelden	 een	 alternatief	 kan	 zijn	 voor	
t-toetsen.
Zoals	altijd	zijn	ook	in	dit	nummer	bijdragen	te	
vinden	 van	 onze	 vaste	 columnisten	 Fred	 Steutel	
en	 Johan	 van	 Leeuwaarden.	 Tenslotte	 staan	 we	
met	een	 In	Memoriam	stil	bij	het	overlijden	van	
Jo	van	Nunen.
Wij	wensen	alle	lezers	veel	succes	bij	het	oplossen	
van	de	puzzels	in	het	eigen	werk.	Voor	de	zomer-
vakantie	volstaat	wellicht	een	Sudoku	of	Logiquiz.
Een	prettige	zomer,
De redactie
Een lastige puzzel
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In	1240	voor	Christus,	bij	het	begin	van	beleg	van	
Troje,	 ontstond	er	 een	knetterende	 ruzie	 tussen	
koning	 Agamemnon	 en	 Achilles.	 Zoals	 meestal	
bij	 dit	 soort	haantjes	ging	het	om	vrouwen,	 eer	
en	macht.	Homerus	beschrijft	 in	de	 Ilias	hoe	de	
heren	in	de	krijgsraad	elkaar	enige	tijd	voor	rotte	
vis	uitmaakten	en	vervolgens	Nestor	het	woord	
nam:	
‘…	 Luistert	naar	 rede;	beiden	 zijt	 ge	 jonger	
dan	ik.	Ik	heb	in	vroeger	dagen	onder	man-
nen	verkeerd	die	 zelfs	u	overtroffen;	nooit	
dachten	 zij	 min	 over	 mij,	 helden	 zoals	 ik	
nimmer	meer	heb	gezien	en	nimmer	meer	
zien	 zal:	 Perithoös	 en	 Dryas,	 de	 machtige	
koning	Kaineus	en	Exadios,	Polyphemos	zo	
sterk	als	de	goden.	Sterker	mensen	leefden	
nergens	op	aarde;	 zij	waren	het	 sterkst	 en	
bestreden	 de	 sterksten,	 het	 ruwe	 bergvolk	
der	Centauren	die	zij	meedogenloos	hebben	
vernietigd.	 Aan	 hun	 strijd	 nam	 ik	 deel…’	
(Schwartz,	2002,	blz.	17).	
Dirk Sikkel
Nestor en zijn zonen offeren aan Poseidon, 
afgebeeld op een oud-Grieks vat, 400-380 v.Chr. 
Collectie: Nationaal Archeologisch Museum van 
Spanje, Madrid
LEEFTIJD, 
PERIODE, 
COHORT EN... 
DE TOEKOMST
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Deze	 tekst	 bevat	 een	 aantal	 kenmerken	die	 cor-
responderen	met	verschillende	schalen.	In	de	eer-
ste	plaats	maakt	Nestor,	nu	nog	steeds	ons	sym-
bool	voor	de	ouderdom,	zijn	status	als	oud	man-
netje	 op	 een	 herkenbare	 manier	 waar.	 Hij	 was	
een	 gewaardeerde	 raadgever,	 maar	 hij	 kon	 ook	
eindeloos	doordrammen	over	het	verleden,	waar-
bij	hij	zijn	eigen	heldenrol	meestal	niet	oversloeg.	
Kortom,	zijn	leeftijd	komt	duidelijk	tot	uiting.	De	
tweede	 schaal	 is	 de	 periode,	 de	 tijd	 waarin	 dit	
fragment	 speelt.	 Fysieke	 kracht,	 oorlogsgeweld	
en	 het	 vernietigen	 van	 een	 onwelgevallig	 volk	
is	 iets	wat	in	onze	tijd	tenminste	in	de	westerse	
cultuur	nooit	zo’n	positieve	aandacht	zou	krijgen.	
De	 derde	 schaal	 is	 die	 van	 de	 generatie.	 Nestor	
refereert	 aan	helden	van	vroeger,	 het	niet	meer	
bestaande	volk	der	Centauren,	die	de	jongeheren	
van	 nu	 niet	 meer	 kennen.	 Op	 dezelfde	 manier	
verwijzen	 wij,	 baby boomers,	 naar	 de	 sixties	 en	
onze	 ouders	 naar	 de	 Tweede	Wereldoorlog.	 Dat	
heeft	 iets	 irritants,	want	de	 jongeren	kunnen	er	
ook	 niets	 aan	 doen	 dat	 zij	 die	 tijd	 niet	 hebben	
meegemaakt,	maar	 aan	 de	 andere	 kant	 zou	 het	
ook	zonde	zijn	om	de	lessen	uit	die	periode	geheel	
in	de	wind	 te	 slaan.	Ook	classici	komen	niet	uit	
dit	dilemma:	was	Nestor	een	wijze	oude	man	die	
alle	lessen	van	zijn	generatie	eloquent	wist	uit	te	
dragen	 (cohort),	of	was	het	een	seniele	kletsma-
joor,	die	het	contact	met	de	werkelijkheid	aan	het	
verliezen	was	(leeftijd)?	
In	statistische	zin	is	er	sprake	van	een	onoplosbaar	
probleem.	 Leeftijd,	 periode	 en	 cohort	 zijn	 lineair	
afhankelijk.	Weet	 je	dat	 iemand	59	jaar	 is	en	dat	
het	 nu	 2010	 is,	 dan	 leert	 een	 simpele	 rekensom	
dat	hij	behoort	tot	het	cohort	van	1951.	We	kunnen	
dus	 nooit	 leeftijd,	 periode	 en	 cohort	 simultaan	
als	predictoren	van	een	tijdreeks	opnemen.	Dat	is	
vervelend,	 zeker	voor	het	duiden	van	het	gedrag	
van	 het	 marktsegment	 van	 de	 vijftigplussers.	
Vanaf	 2015	 zullen	 zij	 een	 grotere	 groep	 vormen	
dan	 de	 traditionele	 reclame-	 en	 marketingdoel-
groep	tussen	20	en	49	jaar.	Vanaf	2020	zijn	er	een	
miljoen	meer	vijftigplussers,	en	dat	zal	dan,	vooral	
dankzij	het	gedaalde	geboortecijfer,	vele	jaren	zo	
blijven.	 Het	 is	 dan	 ook	 geen	wonder	 dat,	 vooral	
in	de	Verenigde	Staten,	er	 reeds	een	aantal	mar-
ketingboeken	op	de	markt	 is	verschenen	om	ons	
op	deze	revolutionaire	toekomst	voor	te	bereiden.	
Met	sappige	titels	als	The Boomer Century,	Marke-
ting to Leading Edge Baby Boomers,	Advertising to 
Baby Boomers	 en	Boomer Consumer	 proberen	de	
auteurs	de	marketingwereld	wakker	te	schudden	
en	uiteraard	zichzelf	en	hun	bedrijf	te	profileren.	
In	kleurrijke	bewoordingen	schetsen	ze	hoe	in	de	
jaren	zestig	de	wereld	op	zijn	kop	werd	gezet	en	
hoe	de	 studentenbewegingen,	het	hippiedom	en	
niet	 te	vergeten	Woodstock	tot	het	ontstaan	van	
de	Nieuwe	 Consument	 leidde,	 ervaren	 in	 sex	 en	
drugs	en	rock	en	roll,	idealistisch	en	assertief,	met	
een	sterke	culturele	identiteit.	En	uiteraard	weten	
de	auteurs	precies	hoe	je	aan	deze	generatie	pin-
dakaas	moet	verkopen!
Om	met	de	 lineaire	 afhankelijkheid	 van	 leeftijd,	
periode	 en	 cohort	 om	 te	 gaan	heb	 je	 een	 inhou-
delijke	 theorie	 nodig.	 De	 populaire	 marketing-
schrijvers	kiezen	graag	voor	dominantie	van	het	
cohorteffect	 omdat	 het	 lekker	 bekt	 en	 omdat	 er,	
inderdaad,	een	aantal	aansprekende	voorbeelden	
zijn	waarbij	 het	 klopt.	 Zo	 geldt	het	 voor	muziek.	
Velen	 vinden	 de	 muziek	 uit	 hun	 adolescentie-
periode	 het	mooist.	 De	 Stones,	 Crosby,	 Stills	 and	
Nash,	 James	 Taylor	 en	 Boudewijn	 de	 Groot	 zijn	
veelgevraagd.	 Baby	 boomers	 komen	 massaal	 af	
op	dansavonden	met	muziek	uit	de	jaren	zestig	en	
zeventig.	Maar	het	leven	is	niet	alleen	maar	pop-
muziek.	 Twee	 voorbeelden	 waarin	 een	 interes-
sant	 partieel	 cohort-effect	werd	 gevonden	 staan	
in	figuur	1a	en	1b.
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Figuur	1a	laat	de	uitkomst	zien	van	een	onderzoek	
waarin	de	respondenten	van	verschillende	leeftij-
den	werd	gevraagd	naar	de	waardering	van	afge-
beelde	automodellen.	Bij	mannen	was	gemiddeld	
de	 hoogste	waardering	 voor	 de	modellen	 die	 op	
de	markt	kwamen	toen	ze	25	 jaar	oud	waren;	bij	
vrouwen	was	er	in	het	geheel	geen	verband	met	
cohort.	
Figuur	1b	geeft	de	waardering	weer	van	foto’s	
van	modellen,	die	gevarieerd	waren	naar	stijl	uit	
een	 bepaalde	 periode.	 Hier	 was	 er	 een	 cohort-
effect	 voor	 mannen	 die	 vrouwen	 beoordeelden:	
de	stijl	uit	hun	adolescentieperiode	werd	geprefe-
reerd.	Voor	de	overige	situaties	(mannen	beoorde-
len	mannen,	vrouwen	beoordelen	mannen,	vrou-
wen	 beoordelen	 vrouwen)	 leek	 er	 eerder	 sprake	
van	een	periode-effect.	Hier	gaan	mensen	in	hun	
smaak	 gewoon	 met	 de	 tijd	 mee.	 En	 zo	 is,	 zelfs	
binnen	één	productgroep,	de	werkelijkheid	rijker	
geschakeerd	dan	vele	marketeers	lief	is.
Figuur 1a. Waardering automodellen naar leeftijd bij introductie; gebaseerd op Schindler en Holbrook (2003)
Figuur 1b. Waardering van stijl uiterlijk naar leeftijd toen deze in de mode was; gebaseerd op Holbrook en Schindler 
(1993) 
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En	leeftijd-effecten,	die	voor	elke	generatie	consu-
menten	identiek	zijn?	Die	zijn	er	uiteraard	volop.	
In	een	observatieonderzoek	in	diverse	supermark-
ten	 hebben	 mijn	 studenten	 onlangs	 geconsta-
teerd	 dat	 oudere	 consumenten	 veel	 sterker	 dan	
jongeren	 geneigd	 zijn	 om	 alleen	 producten	 op	
ooghoogte	te	kopen.	Op	een	bepaalde	leeftijd	heb	
je	 geen	 zin	 meer	 om	 te	 bukken.	 De	 cognitieve	
vermogens,	 bijvoorbeeld	 om	 complexe	 nieuwe	
informatie	op	te	nemen	in	een	rommelige	omge-
ving	als	een	supermarkt,	gaan	achteruit.	Dit	heeft	
consequenties	voor	het	effect	van	voedingslabels.	
Figuur	 2	 is	 het	 resultaat	 van	 een	 experiment	
waarin	 de	 proefpersonen	 een	 voedingslabel	 van	
een	gezond	en	van	een	ongezond	product	voorge-
legd	kregen.	Zowel	jong	als	oud	prefereerden	het	
gezonde	product,	maar	het	verschil	was	bij	jonge-
ren	veel	groter	omdat	ze	het	voedingslabel	beter	
konden	 duiden.	 Dit	 voorbeeld	 kan	 echter	 alleen	
als	 zuiver	 leeftijdeffect	worden	beschouwd	wan-
neer	opleiding	constant	is	gehouden.	De	toename	
van	 het	 opleidingsniveau	 vanaf	 de	 jaren	 zestig	
is	 wel	 degelijk	 een	 cohort-effect.	 Bij	 elk	 mens	
lopen	 de	 cognitieve	 vermogens	 terug	 (al	 zijn	 er	
grote	 individuele	 verschillen),	maar	wie	 hoog	 is	
opgeleid	 krijgt	 daardoor	 een	 voordeel	 dat	 hij	 de	
rest	van	zijn	leven	vasthoudt,	de	cognitive reserve	
(Tucker-Drob	e.a.,	2009).	Dit	serieuze	cohort-effect	
zie	 je	 overigens	 in	 de	marketingliteratuur	maar	
weinig	terug.
Binnen	 de	 gerontologie	 bestaat	 naast	 leeftijd,	
periode	 en	 cohort	 nog	 een	 vierde	 dimensie,	 die	
ook	 lineair	 afhankelijk	 is	 van	 de	 anderen.	 Dat	
is	 de	 tijd	 die	 men	 nog	 te	 leven	 heeft,	 de	 toe-
komst	 dus.	 De	 Socioemotional Selectivity Theory	
(Fung	 en	Carstensen,	 2003)	 beschrijft	 een	 aantal	
psychische	 eigenschappen	 die	 mensen	 krijgen	
op	 het	 moment	 dat	 het	 besef	 van	 een	 eindige	
Figuur 2. Koopintentie als reactie op voedingsinformatie op verpakking van een gezond en een ongezond product, naar 
leeftijd; bron: Burton en Andrews (1996)
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levensduur	 inzinkt.	 Niet	 alleen	 ouderen	 krijgen	
deze	 eigenschappen,	maar	 ook	 jongeren	 die	 een	
terminale	ziekte	hebben.	De	theorie	is	onder	meer	
gevalideerd	met	HIV-geïnfecteerden	in	de	tijd	dat	
dat	 nog	 een	 doodvonnis	 op	 termijn	 betekende.	
De	 theorie	 voorspelt	 dat	 mensen	 die	 een	 over-
zienbare	 levensduur	 hebben	 hun	 emoties	 beter	
reguleren,	meer	positieve	emoties	opzoeken,	een	
beter	 geheugen	 hebben	 voor	 emoties	 dan	 voor	
feiten	en	in	hun	aspiraties	meer	op	het	heden	en	
minder	 op	 de	 toekomst	 gericht	 zijn.	 De	 theorie	
heeft	 inmiddels	 vele	 tests	 doorstaan.	 De	marke-
tingconsequenties	 zijn	 groot,	 met	 name	 op	 het	
gebied	van	communicatie.	Zoals	blijkt	uit	figuur	3	
is	het	Zwitserlevengevoel	niets	voor	ouderen.	Het	
kleine,	dichtbije	is	het	beeld	dat	de	oudere	consu-
ment	aanspreekt	en	dat	is	van	alle	tijden.
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Wiebe R. Pestman
Als je op grond van twee identieke (maar onaf-
hankelijke) meetprocessen twee error-bars bepaalt, 
wat is dan de kans dat deze elkaar overlappen?
Wanneer	 metingen	 aan	 een	 bepaalde	 groot-
heid	 worden	 uitgevoerd	 krijgt	 men	 doorgaans	
te	 maken	 met	 onnauwkeurigheden	 die	 daarbij	
optreden.	Deze	onnauwkeurigheden,	ofwel	meet-
fouten,	kunnen	tal	van	oorzaken	hebben.	Om	aan	
te	geven	dat	er	rekening	moet	worden	gehouden	
met	 meetfouten	 wordt	 een	 meetrapport	 vaak	
gepresenteerd	in	de	volgende	vorm:	
meting	±	foutenmarge
Door	middel	van	het	bovenstaande	geeft	men	aan	
dat	 de	werkelijke	waarde	 van	 de	 grootheid	 aan-
nemelijkerwijs	op	een	afstand	van	minder	dan	de	
foutenmarge	van	de	gemeten	waarde	 zal	 liggen.	
Grafisch	kan	zo’n	foutenmarge	worden	weergege-
ven	door	middel	van	 zogenoemde	error-bars.	Dit	
zijn	plaatjes	van	de	vorm	
meting
marge
marge
Figuur 1.
OVERLAP VAN ERROR-BARS
9
      STAtOR          juni  2010|2
Plaatjes	zoals	Figuur	1	geven	een	ruwe	indruk	hoe	
precies	de	meting	is.
Hoe	worden	 de	 foutenmarges	 bepaald?	 Soms	
kun	 je	 deze	 rechtstreeks	 halen	 uit	 een	 handlei-
ding	 die	 bij	 het	 gebruikte	meetinstrument	 gele-
verd	 werd.	 Als	 dit	 niet	 het	 geval	 is	 dan	 kun	 je	
proberen	 je	 metingen	 een	 aantal	 malen	 te	 her-
halen	 (onder	 exact	 dezelfde	 omstandigheden)	
en	dan	het	gemiddelde	als	eindschatting	voor	de	
werkelijke	waarde	van	de	grootheid	te	hanteren.	
Vervolgens	 kun	 je	 dan	 de	 foutenmarge	 van	 dit	
gemiddelde	 relateren	 aan	 de	 fluctuaties	 in	 de	
gedane	metingen.	 Een	gebruikelijke	basis-karak-
teristiek	 in	 dezen	 is	 de	 welbekende	 standaard-
deviatie.	De	 zogenoemde	 standaardfout voor het 
gemiddelde,	 op	 zijn	 Engels	 standard error of the 
mean	en	daarom	vaak	afgekort	als	sem,	kan	wor-
den	berekend	door	de	standaarddeviatie	te	delen	
door	de	wortel	uit	het	aantal	waarnemingen.	Dus	
																
sem	=	 standaarddeviatie
√n
waarin	n	 het	 aantal	metingen.	Als	 foutenmarge	
neemt	men	wel	deze	sem,	maar	ook	wel	eens	veel-
vouden	hiervan.	In	de	volgende	secties	kijken	we	
eens	naar	de	effecten	als	er	 een	beetje	met	deze	
veelvouden	wordt	gespeeld.
Overdekkingspercentages
De	mate	van	aannemelijkheid	waarmee	error-bars	
de	werkelijke	waarde	overdekken	wordt	vaak	uit-
gedrukt	in	een	zogenoemd	overdekkingspercenta-
ge.	Dit	percentage	geeft	aan	met	welke	(relatieve)	
frequentie	een	error-bar	de	werkelijke	waarde	zou	
overdekken	wanneer	het	experiment	(het	uitvoe-
ren	van	n	metingen)	eindeloos	herhaald	zou	wor-
den.	Het	overdekkingspercentage	van	error-bars	is	
natuurlijk	 afhankelijk	 van	 het	 gekozen	 veelvoud	
van	de	sem:	hoe	groter	dit	veelvoud,	hoe	langer	de	
error-bars	en	dus	hoe	groter	het	overdekkingsper-
centage.	Daarnaast	is	het	overdekkingspercentage	
ook	nog	eens	afhankelijk	van	het	aantal	metingen	
n.	De	volgende	tabel		geeft	deze	percentages	voor	
de	veelvouden	1	en	2	in	combinatie	met	een	aantal	
metingen	van	5,	10,	20,	50,	500:	
n 5 10 20 50 500
1 62,6 65,7 67,0 67,8 68,2 
2 88,3 92,3 94,0 94,9 95,4 
Als	men	voor	een	vast	veelvoud	kiest,	dan	hangt	
dus	het	overdekkingspercentage	af	van	n.	Omge-
keerd	zou	men	ook	een	bepaald	overdekkingsper-
centage	kunnen	eisen,	bijvoorbeeld	95%.	Het	veel-
voud	moet	dan	per	n	aan	dit	percentage	worden	
aangepast.	 In	 de	 tabel	 hieronder	worden	 voor	n	
=	5,	10,	20,	50,	500	de	veelvouden	gegeven	om	een	
overdekkingspercentage	 van	 95%	 te	 bewerkstel-
ligen:
n 5 10 20 50 500
veelvoud 2,78 2,26 2,09 2,01 1,96
Bij	gebruik	van	veelvouden	die	aan	dit	specifieke	
percentage	zijn	aangepast	spreekt	men	vaak	van	
OVERLAP VAN ERROR-BARS
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95%-betrouwbaarheidsintervallen	 in	 plaats	 van	
error-bars.
De	berekeningen	voor	de	bovenstaande	tabel-
len	 leunen	op	 een	aantal	 aannames.	 Een	eerste	
aanname	is	dat	de	metingen	beschouwd	mogen	
worden,	althans	theoretisch,	als	een	willekeurige	
trekking	(met	teruglegging)	van	n	metingen	uit	
een	veel	groter	aantal	metingen,	de	zogenoemde	
populatie	 van	 alle	 metingen	 aan	 de	 grootheid.	
Het	gemiddelde	van	deze	populatie	wordt	veron-
dersteld	 precies	 gelijk	 te	 zijn	 aan	 de	werkelijke	
waarde	van	de	grootheid.	Verder	wordt	er	veron-
dersteld	 dat	 histogrammen	 van	 deze	 populatie	
een	klokvorm	tonen.	Meer	academisch,	er	wordt	
verondersteld	dat	de	populatie	normaal	verdeeld	
is.	 Verder,	 als	 men	 de	 scenario’s	 in	 de	 toekom-
stige	 tijd	 beschrijft,	 dan	 kan	 men	 de	 overdek-
kingspercentages	beschouwen	als	overdekkings-
kansen.	Op	deze	wijze	wordt	het	een	en	ander	in	
een	probabilistische	 context	 geplaatst	 en	 is	 het	
mogelijk	 om	met	 elementaire	 kansrekening	 de	
overdekkingspercentages	 daadwerkelijk	 uit	 te	
rekenen.
Overlap	van	twee	error-bars
Stel	dat	twee	onderzoekers,	zeg	Jan	en	Piet,	beide	
n	metingen	 gaan	 doen	 aan	 dezelfde	 grootheid	
onder	 exact	 dezelfde	 omstandigheden.	 Beide	
zijn	van	plan	om	met	hun	n	metingen	een	error-
bar	in	de	vorm	van	een	95%-betrouwbaarheids-
interval	 te	 gaan	 uitrekenen.	 Jan	 en	 Piet	 zijn	
nieuwsgierig	 of	 hun	 error-bars	 elkaar	 zullen	
gaan	overlappen:	zie	Figuur	2.
Hoe	groot	 is	de	kans	op	een	overlap?	Hoewel	
de	onderliggende	wiskunde	niet	helemaal	triviaal	
is,	is	deze	kans	toch	redelijk	gemakkelijk	te	bepa-
len	 (zie	 [2]).	 Eigenlijk,	 zo	 blijkt,	 moeten	 we	 hier	
niet	van	een	kans	maar	van	kansen	spreken.	De	
overlappingskans	 blijkt	 namelijk	 van	 het	 aantal	
metingen	n	 af	 te	 hangen.	 In	 de	 tabel	 hieronder	
wordt	 (in	 procenten)	 de	 kans	 op	 non-overlap,	
afgekort	 als	 kno,	 gegeven	 voor	 een	 paar	 waar-
den	 van	n.	 In	 de	 tabel	 is	 ook	 opgenomen	welke	
veelvouden	van	de	sem	gebruikt	moeten	worden	
en	wat	de	overdekkingskans	(ok)	van	zulke	error-
bars	is.
n 5 10 20 50 500
veelvoud 2,78 2,26 2,09 2,01 1.96
ok in % 95 95 95 95 95
kno in % 0,53 0,55 0,56 0,56 0,56
	
De	kansen	op	non-overlap	 in	het	geschetste	 sce-
nario	 zijn	 dus	 erg	 klein.	 Bij	 toenemende	 n	 con-
vergeert	 de	 kans	 op	 non-overlap	 zeer	 snel	 naar	
0,55746%.
Natuurlijk	zou	men	ook	de	error-bars	zodanig	
kunnen	 aanpassen	 dat	 de	 kans	 op	 overlap	 95%	
en	dus	de	kans	op	non-overlap	5%	wordt.	Voor	de	
foutenmarges	in	de	error-bars	moeten	dan,	voor	n	
=	3,	5,	10,	50,	500,	de	volgende	veelvouden	van	de	
sem	worden	gekozen:
overlap non−overlap
Figuur 2.
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n 5 10 20 50 500
veelvoud 2,09 1,69 1,51 1,41 1,39
ok in % 82,9 83,3 83,4 83,4 83,4
kno in % 5 5 5 5 5
Bij	toenemende	n	convergeert	het	veelvoud	naar	
1,38590	en	de	ok	zeer	snel	naar	83,42315%.	
Overlap	als	beslissingscriterium	in	hypo-
thesetoetsen
In	 de	 context	 van	 statistische	 hypothesetoetsen	
kan	het	experiment	van	 Jan	en	Piet	 in	de	vorige	
sectie	als	volgt	worden	geformuleerd:	Jan	en	Piet	
trekken,	onafhankelijk	van	elkaar,	een	steekproef	
van	de	grootte	n	uit	eenzelfde	normaal	verdeelde	
populatie.	 Beiden	 berekenen	 een	 95%-betrouw-
baarheidsinterval.	In	de	vorige	sectie	is	uitgelegd	
dat	de	kans	dat	de	intervallen	disjunct	zullen	zijn	
dan	bijzonder	klein	is.	Asymptotisch,	dat	wil	zeg-
gen	voor	zeer	grote	n,	is	deze	kans	slechts	0,56%.
Stel	nu	dat	Jan	en	Piet	er	niet	zeker	van	zijn	dat	
hun	metingen	uit	 dezelfde	populatie	 komen.	Het	
gegeven	 van	 gelijke	 populaties	 is	 hiermee	 gede-
gradeerd	tot	een	hypothese.	Zij	willen,	wat	betreft	
deze	 hypothese,	 tot	 een	 besluit	 komen.	 Het	 vol-
gende	wordt	 afgesproken:	 Als	 hun	 95%-betrouw-
baarheidsintervallen	elkaar	overlappen,	dan	zullen	
ze	 de	 hypothese	 van	 gelijke	 populaties	 handha-
ven,	 zo	 niet	 dan	 wordt	 deze	 hypothese	 verwor-
pen.	Zij	hebben	bij	dezen	een	beslissingsprocedure	
omtrent	 twee	 statistische	 hypothesen,	 ofwel	 een	
statistische	hypothesetoets,	in	gang	gezet.	Het	sig-
nificantieniveau	 van	 deze	 hypothesetoets	 is	 voor	
grote	n	ongeveer	0,56%.	Hadden	zij,	 in	plaats	van	
95%-betrouwbaarheidsintervallen,	 de	 error-bars	
gebruikt	 die	 beschreven	 staan	 in	 de	 laatste	 tabel	
van	 de	 vorige	 sectie,	 dan	 was	 het	 significantie-
niveau	 op	 5%	 uitgekomen.	 Een	 natuurlijke	 vraag	
is	 nu	 hoe	 zich	 deze	 procedure	 verhoudt	 tot	 een	
2-steekproefs	t-toets	met	eenzelfde	significantieni-
veau.	Het	ligt	voor	de	hand	om	de	beide	procedures	
dan	eens	te	vergelijken	wat	betreft	hun	onderschei-
dend	vermogen.	Volgens	de	Neyman-Pearson	the-
orie	 (zie	 bijvoorbeeld	 [3])	 kan	 de	 overlapmethode	
onmogelijk	 een	groter	 onderscheidend	vermogen	
hebben	dan	een	2-steekproefs	t-toets	met	hetzelf-
de	significantieniveau.	Berekeningen	tonen	echter	
aan	dat	het	verschil	in	onderscheidend	vermogen	
in	alle	gevallen	minder	is	dan	0,5%.	Nihil	dus!
Conclusies
De	 2-steekproefs	 t-toets	 is	 en	 blijft	 de	 optimale	
methode	om	significante	verschillen	 tussen	 twee	
steekproefgemiddelden	te	detecteren.	Uit	het	voor-
gaande	 blijkt	 echter	 dat	 (voor	 gelijke	 steekproef-
groottes)	 de	 overlapmethode	 het	 helemaal	 niet	
zoveel	 slechter	 doet	 dan	 een	 t-toets.	 Om	 in	 deze	
manier	 van	 toetsen	 een	 significantieniveau	 van	
5%	te	krijgen	moet	 je	dan	wel,	althans	voor	grote	
n,	 voor	 de	 error-bars	 83,4%-betrouwbaarheidsin-
tervallen	 kiezen.	 Het	 verschil	 in	 onderscheidend	
vermogen	 met	 een	 2-steekproefs	 t-toets	 (op	 een	
significantieniveau	 van	 5%)	 is	 dan	nihil.	 In	 grafi-
sche	presentaties	heeft	de	overlap-methode	duide-
lijk	voordelen	ten	opzichte	van	een	t-toets	(zie	[1]).
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In	1784	reed	in	Groot	Brittannië	de	eerste	officiële	
postkoets.	 Op	 kerstavond	 1990	 schreef	 Tim	 Ber-
ners-Lee	de	eerste	web-browser	 en	noemde	deze	
WorldWideWeb.	 Twee	 ogenschijnlijk	 historische	
trivia,	die	de	methoden	van	vragenlijstonderzoek	
en	van	de	 survey	 statistiek	 voor	 altijd	 verander-
den.
Dankzij	 het	 bestaan	 van	 een	 betrouwbaar	
postsysteem	kon	Sir	John	Sinclair	in	1788	de	eerste	
gedocumenteerde	 postenquête	 implementeren.	
Sinclair,	 een	 Schots	 landbouwhervormer,	 was	 er	
van	 overtuigd	 dat	 de	 vooruitgang	 gebaat	 was	
met	 goede	 statistieken,	 maar	 kon	 niet	 genoeg	
fondsen	bij	elkaar	krijgen	voor	het	oprichten	van	
een	 Schots	 statistisch	 bureau	 en	 het	 uitvoeren	
van	 een	 volkstelling.	 Bij	 gebrek	 aan	 geld	 voerde	
hij	 een	 postenquête	 uit	 onder	 dominees	 van	 de	
Schotse	kerk	en	vroeg	hen	informatie	over	de	hele	
parochie;	 de	 resulterende	 Statistical Accounts of 
Scotland werden	gepubliceerd	in	1799.
Postenquêtes	gebruiken	we	nog	steeds,	al	stu-
ren	 we	 de	 vragenlijst	 niet	 meer	 per	 postkoets	
maar	via	de	computer:	‘online’.	Dat	dit	mogelijk	is,	
danken	we	aan	Tim	Berners-Lee	en	zijn	collega’s	
bij	 CERN,	 die	 de	 oorspronkelijke	 www-software	
verder	ontwikkelden	en	als	open	source	software	
Edith D. de Leeuw
GOED METEN MET ONLINE-VRAGENLIJSTEN: JA HET KAN!
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beschikbaar	stelden.	Het	internet	zoals	we	het	nu	
kennen	was	geboren,	 en	nu,	 in	 2010,	hebben	we	
een	 snel	 en	 betrouwbaar	 online	 vervoermiddel	
voor	onze	enquêtes,	net	als	de	postkoets	in	1788.	
Maar	 doen	 we	 het	 wel	 zo	 goed	 als	 Sinclair	
het	 deed?	Online	 vragenlijsten	 hebben	niet	 zo’n	
goede	 naam;	 ze	worden	 geassocieerd	met	 snelle	
peilingen,	amusementsprogramma’s	op	de	tv,	en	
de	vraag	van	de	dag.	Toch	kan	het:	betrouwbare	en	
valide	metingen	via	het	internet.	Maar	om	goed	te	
kunnen	meten	met	 vragenlijsten	 is	 meer	 nodig	
dan	alleen	een	snelle	en	betrouwbare	manier	om	
de	 vragenlijsten	 ter	 plekke	 te	 krijgen.	 Zo	 waren	
er	in	de	tijd	van	Sinclair	al	goede	drukpersen	om	
de	vragenlijsten	te	vermenigvuldigen,	en	konden	
zijn	respondenten,	dominees	van	de	Schotse	kerk,	
goed	lezen	en	schrijven	en	beschikten	ze	over	de	
gevraagde	informatie.
Survey Kwaliteit 
Aan	 welke	 criteria	 dient	 een	 goede	 enquête	 te	
voldoen?	 Eurostat,	 het	 Europees	 overkoepelende	
statistische	 bureau,	 noemt	 allereerst	 accuraat-
heid,	 maar	 ook	 snelheid,	 toegankelijkheid,	 en	
relevantie.	Informatie	moet	snel	beschikbaar	zijn,	
want	 al	 zijn	 de	 gegevens	 nog	 zo	 accuraat,	 wan-
neer	ze	pas	na	langere	tijd	beschikbaar	zijn,	is	het	
mosterd	na	de	maaltijd.	Daarnaast	moeten	gege-
vens	 goed	 beschreven	 en	 gedocumenteerd	 zijn	
(de	 toegankelijkheid),	 en	 de	 resultaten	 moeten	
ook	een	antwoord	geven	op	de	onderzoeksvraag:	
weten	we	nu	wat	we	ook	echt	wilden	weten	 (de	
relevantie).	
Het	 grote	 voordeel	 van	 internetenquêtes	 is	
natuurlijk	 de	 snelheid.	 Toegankelijkheid	 en	 rele-
vantie	 hangen	 sterk	 af	 van	 de	 kwaliteit	 van	 de	
onderzoeker	 en	 van	 de	 onderzoeksopzet,	 en	 niet	
zozeer	 van	 de	 gebruikte	 dataverzamelingsme-
thode.	Hierin	verschilt	 internet	dan	ook	niet	van	
interviews	of	papieren	vragenlijsten!
Accuraatheid
Survey-methodologen	 en	 statistici	 letten	 vooral	
op	accuraatheid	als	criterium	voor	kwaliteit.	Hier-
aan	zijn	vier	belangrijke	aspecten	te	onderschei-
den,	de	hoekstenen	voor	goed	onderzoek:	dat	zijn	
een	 hoge	 dekkingsgraad,	 een	 goede	 steekproef-
trekking,	een	hoge	response,	en	een	goede	meting	
(zie	Figuur	1).
Dekking
Bij	 online-vragenlijsten	 is	 de	 dekkingsfout	 heel	
belangrijk:	niet	iedereen	heeft	internet.	In	Neder-
land	 is	 de	 internetpenetratie	 hoog	 (85%),	 maar	
toch	is	lang	niet	iedereen	online	te	bereiken.	Er	is	
nog	steeds	sprake	van	een	digitale	kloof;	er	is	nog	
steeds	 verschil	 tussen	 mensen	 mèt	 en	 mensen	
zonder	internet.	Zo	zijn	ouderen,	lager	opgeleiden,	
en	 allochtonen	 ondervertegenwoordigd	 op	 het	
web.	
Of	er	sprake	is	van	een	dekkingsfout	hangt	af	
van	de	te	onderzoeken	populatie.	Een	studenten-
populatie	 is	 natuurlijk	 heel	 geschikt	 voor	 web-
surveys.	 Alle	 studenten	 hebben	 toegang	 tot	 het	
web	en	moeten	voor	hun	studie	vaak	het	internet	
raadplegen;	ook	zijn	hun	e-mail	adressen	bekend:	
er	is	geen	dekkingsprobleem.	Wanneer	men	ech-
Figuur 1. Hoekstenen goed survey-onderzoek
ACCURAATHEID
dekking steekproef trekking
respons meting
 
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ter	 de	 Nederlandse	 bevolking	 wil	 onderzoeken	
dan	 is	 er	 wel	 degelijk	 een	 probleem,	 en	 kan	 de	
ondervertegenwoordiging	van	bepaalde	groepen	
leiden	 tot	 vertekeningen.	 Bijvoorbeeld,	 als	 men	
via	 internet	computerbezit	 in	kaart	wil	brengen,	
dan	blijkt	dat	100%	van	de	respondenten	een	com-
puter	heeft.	Dit	 is	 een	oud	grapje,	maar	 ook	 een	
goede	waarschuwing.	Dezelfde	problemen	spelen	
wanneer	men	antwoord	wil	geven	op	beleidsrele-
vante	vraagstukken	met	betrekking	tot	technolo-
gie:	bijvoorbeeld	acceptatie	van	nieuwe	medische	
ontwikkelingen	 als	 stamcelonderzoek.	 Wanneer	
het	belangrijk	is	dat	er	een	gedetailleerd	overzicht	
gegeven	wordt	van	onze	samenleving,	dan	kan	de	
digitale	kloof	problemen	geven.	
Een	 goede	 oplossing	 voor	 dekkingsproble-
men	 is	 mixed-mode	 onderzoek,	 als	 onderzoeker	
gebruik	 je	 dan	 verschillende	 dataverzamelings-
methoden	 binnen	 één	 onderzoek.	 Bij	 longitudi-
naal	 onderzoek	 is	 er	 een	 tweede	 mogelijkheid	
wanneer	respondenten	toe	willen	treden	tot	een	
panel,	 dan	 kan	men	 diegenen	 zonder	 computer	
een	 eenvoudige	pc	 en	 internetverbinding	geven,	
en	zo	in	staat	stellen	mee	te	doen.	Deze	oplossing,	
ooit	bedacht	en	uitgetest	door	Willem	Saris,	wordt	
nu	succesvol	 toegepast	bij	Centerdata	 in	Tilburg,	
en	bij	Knowledge	Networks	in	de	USA.
Steekproef
De	 tweede	hoeksteen	van	goed	onderzoek	 is	het	
vakkundig	trekken	van	een	steekproef.	Alleen	als	
er	een		kanssteekproef	getrokken	wordt,	kan	met	
behulp	van	de	statistiek	gegeneraliseerd	worden	
naar	de	hele	populatie,	 en	hebben	betrouwbaar-
heidsintervallen	 en	 statistische	 toetsen	 zin.	 Dat	
geldt	ook	voor	online	onderzoek.	Een	probleem	bij	
internetenquêtes	is	dat	deze	vaak	niet	gebaseerd	
zijn	 op	 kanssteekproeven;	 niet	 de	 onderzoekers	
bepalen	dan	via	 toevalskansen	of	 iemand	wordt	
uitgenodigd	om	deel	te	nemen,	maar	responden-
ten	melden	zich	zelf	aan,	via	websites	of	banners.	
Er	 is	dan	sprake	van	zelfselectie	met	alle	proble-
men	van	dien.	
Nonrespons
De	 derde	 hoeksteen	 is	 de	 respons.	Niet	 iedereen	
doet	 mee	 aan	 onderzoek,	 en	 nonrespons	 is	 een	
probleem	bij	elk	 onderzoek.	Wanneer	de	 respon-
denten	 dan	 ook	 nog	 verschillen	 van	 de	 nonres-
pondenten	op	precies	die	kenmerken	die	centraal	
staan	in	het	onderzoek,	dan	ontstaan	nonrespons-
fouten.	 Bijvoorbeeld	 als	 bij	 een	 onderzoek	 naar	
geluidsoverlast	 meer	 klagers	 meedoen,	 omdat	
ze	 eindelijk	 hun	 ei	 kwijt	 kunnen,	 dan	 zorgt	 de	
nonresponsfout	ervoor	dat	het	aantal	klagers	en	
klachten	overschat	wordt.	
Online	vragenlijsten	zijn	op	zich	geen	oplos-
sing	 voor	 het	 nonrespons	 probleem.	 Wanneer	
internetenquêtes	vergeleken	worden	met	andere	
methoden,	 zoals	 interviews	 en	 postenquêtes,	
dan	hebben	 ze	 in	het	 algemeen	 zo’n	 10	%	 lage-
re	 respons,	 zoals	 uit	 een	 aantal	 meta-analyses	
blijkt.	 Toch	 worden	 er	 voor	 online	 onderzoek	
vaak	 hoge	 responscijfers	 geciteerd.	 Dat	 komt	
omdat	het	meeste	online	onderzoek	plaats	vindt	
bij	onderzoekspanels,	en	de	grootste	nonrespons	
zit	 dan	 in	 het	 begin,	 bij	 het	 opzetten	 van	 het	
panel.	De	onwilligen	 zeggen	al	nee	 	bij	het	 eer-
ste	 verzoek,	 daarna	 zijn	 alleen	 de	 bereidwillige	
panelleden	over	en	is	de	respons	bij	de	volgende	
verzoeken	 hoog.	 Voor	 een	 eerlijke	 vergelijking	
zou	 bij	 panels	 ook	 de	 initiële	 respons	 vermeld	
moeten	worden.
Meten online
Zoals	aan	elke	dataverzamelingsmethode	kleven	
er	aan	online	enquêtes	bezwaren,	maar	met	inter-
netenquêtes	kan	men	uitstekend	onderzoek	doen.	
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Zo	zijn	internetenquêtes	heel	snel	en	zijn	de	resul-
taten	 vlug	 bekend	 en	 actueel.	 Er	 hoeven	 	 geen	
vragenlijsten	gedrukt	en	verstuurd	te	worden,	en	
interviewers	 hoeven	 niet	 lang	 te	 reizen,	 of	 heel	
vaak	 te	 bellen,	 voordat	 een	 respondent	 eindelijk	
thuis	getroffen	wordt.	Om	deze	redenen	is	online	
onderzoek	 ook	 veel	 goedkoper	 dan	 de	meer	 tra-
ditionele	methoden,	 en	 dat	 is	 in	 de	 huidige	 tijd	
een	groot	voordeel.	Maar	snelheid	en	lage	kosten	
is	niet	het	 enige	voordeel	 van	online	onderzoek,	
juist	 het	meetproces	 zelf	 is	 het	 sterke	 punt	 van	
online	onderzoek!
Het	grote	voordeel	van	internetenquêtes	is	dat	
de	respondenten	zelf	in	alle	rust	kunnen	bepalen	
waar	 en	 wanneer	 ze	 de	 vragenlijst	 invullen,	 en	
niet	 door	 een	 interviewer	 onder	 druk	 worden	
gezet	om	snel	te	antwoorden.	Het	ontbreken	van	
een	 interviewer	 zorgt	 ook	 dat	 er	 minder	 soci-
aalwenselijke	 antwoorden	 worden	 gegeven.	 Uit	
uitgebreid	vergelijkend	onderzoek	 in	binnen-	 en	
buitenland	 blijkt	 bijvoorbeeld,	 dat	 in	 een	 inter-
netvragenlijst	 vaker	 negatief	 gesproken	 wordt	
over	 immigranten,	 vaker	 wordt	 toegegeven	 dat	
men	een	wetsovertreding	heeft	begaan,	vaker	toe-
gegeven	wordt	dat	er	examenfraude	gepleegd	 is.	
En	ook	dat	men	meer	ongezond	gedrag	vertoont,	
zoals	veel	drinken.
Ook	bij	de	postenquêtes	was	het	ontbreken	van	
een	interviewer	een	voordeel	bij	gevoelige	vragen.	
Maar,	 juist	bij	papieren	vragenlijsten	wreekt	het	
ontbreken	van	een	interviewer	zich.	Wanneer	de	
vragenlijst	erg	complex	is	met	veel	doorverwijzin-
gen	 en	 sprongen	door	de	vragenlijst,	 dan	maakt	
een	respondent	fouten	en	slaat	vragen	over;	wat	
dan	 weer	 missing data-problemen	 geeft	 bij	 de	
analyse.	 Een	 internetenquête	verenigt	het	goede	
van	interview	en	enquête.	Het	computerprogram-
ma	neemt	de	navigatierol	van	de	interviewer	over	
en	 voorkomt	 veel	 fouten,	 en	 tegelijkertijd	 is	 het	
vraag-antwoord	proces	heel	privé	en	kunnen	res-
pondenten	 alle	 tijd	 nemen	 voor	 het	 beantwoor-
den	van	de	vragen.
Nu	 is	 een	 computerscherm	 met	 een	 toet-
senbord	 natuurlijk	 een	 heel	 ander	medium	dan	
papier	 en	pen.	Ook	dit	 is	 uitgebreid	 onderzocht,	
vooral	 binnen	 de	 psychologische	 testtheorie,	 en	
overkoepelende	 meta-analyses	 concluderen	 dat	
er	nauwelijks	effect	is	van	het	gebruikte	medium.	
Samengevat,	 wanneer	 men	 verschillende	
methoden	 empirisch	 vergelijkt,	 dan	 is	 de	 uit-
komst	 dat	 er	 of	 geen	 verschil	 is,	 of	 dat	 Internet	
beter	is.	Er	is	geen	effect	van	het	medium	bij	psy-
chologische	 testen:	 er	 wordt	 even	 betrouwbaar	
en	valide	gemeten	via	het	scherm	als	op	papier.	
Bij	 complexe	 vragenlijsten	 met	 veel	 sprongen	
en	doorverwijzingen	 is	 internet	 in	het	voordeel:	
er	worden	door	de	 respondenten	minder	 fouten	
gemaakt,	 en	 er	 zijn	 daardoor	 minder	 missing 
data.	 En	bij	 gevoelige	onderwerpen	antwoorden	
respondenten	eerlijker	en	opener	via	het	Internet.	
Goed	meten	online	kan.	Internetenquêtes	zijn	
niet	 alleen	 snel	 en	 relatief	 goedkoop.	 Ze	 zijn	
meettechnisch	 gezien	 veelbelovend	 en	 het	 web	
biedt	 vele	 mogelijkheden	 om	 hier	 ons	 voordeel	
mee	 te	doen.	Wanneer	we	deze	goed	gebruiken,	
kunnen	 we	 beter	 meten	 dan	 met	 traditionele	
methoden!
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Wat	is	een	kans	waard?	In	de	kansrekening	wordt	
al	 sinds	 de	 zeventiende	 eeuw	 gepraat	 over	 en	
gerekend	aan	de	waarde	van	kansen.	Het	 ziet	er	
naar	uit	dat	deze	beschouwingen,	destijds	gehou-
den	door	dobbelende	heren	van	stand,	nu	in	han-
den	 van	 de	 commercie	 een	 tamelijk	 platvloers	
vervolg	krijgen.	Wat	is	uw	kans	waard?
‘Hoe	maakt	u	kans	op	deze	fantastische	prijs?	
Het	enige	wat	u	hoeft	te	doen	is	het	invullen	van	
de	Kookenquête.	Meer	 niet!	Het	 invullen	 van	de	
enquête	duurt	slechts	enkele	minuten,	is	gratis	en	
kan	u	ook	nog	eens	zeer	 interessante	aanbiedin-
gen	opleveren.’
Dit	 tekstje	 van	 V&D	 vond	 ik	 onlangs	 tus-
sen	 mijn	 e-mail.	 De	 mogelijke	 prijs	 bestaat	 uit	
500	Euro	aan	keukenspullen.	 Je	 ziet	 steeds	meer	
van	 dit	 soort	 aanbiedingen:	 er	 wordt	 geen	 prijs	
aangeboden,	 maar	 een	 kans,	 en	 niemand	 heeft	
enig	 idee	 hoe	 groot	 (klein)	 de	 aangeboden	 kans	
zou	 kunnen	 zijn.	 Bovendien,	 de	 kansen	 zijn	 niet	
helemaal	gratis;	er	moet	iets	voor	gedaan	worden:	
een	 proefabonnement	 genomen	 of	 een	 enquête	
ingevuld.	 De	 zoekterm	 ‘maakt	 kans’	 levert	 het	
onwaarschijnlijke	 aantal	 van	 81.400	 Google	 hits	
op,	 voor	 twee	 derde	 voorafgegaan	 door	 ‘je’,	 voor	
een	derde	door	‘u’.	Er	is	van	alles	in	de	aanbieding:	
een	geheel	verzorgde	reis,	een	meubelcheque,	een	
hoog	rendement	en	zelfs	‘een	urgentieverklaring’	
voor	een	medische	ingreep.	Andere	kansen	geven	
zicht	op	een	mooie	gravure,	een	ballonvaart,	een	
gratis	 scan	of	 een	‘gratis	waardebon’.	De	 toevoe-
ging	 ‘gratis’	 komt	 regelmatig	 voor,	 en	 doet	 den-
ken	aan	de	 slagzin:	 ‘Klein	bedrag?	 Pinnen	mag!’.	
Hierbij	 wordt	 een	 verzoek	 aangekleed	 als	 een	
gunst:	 de	 winkelier	 wil	 graag	 dat	 u	 pint,	 zodat	
hij	minder	 contant	 geld	hoeft	 te	 bewaken,	maar	
hij	kleedt	zijn	wens	 in	als	een	weldaad.	Het	 lijkt	
wel	 politiek!	Ook	daar	mag	u	 gratis	 formulieren	
invullen.
Onlangs	 is	 Richard	 Gill	 benoemd	 tot	
Distinguished	 Lorentz	 Fellow,	 met	 name	 in	 ver-
band	 met	 toepassingen	 van	 de	 statistiek	 in	 de	
rechtspraak	 —	 u	 kent	 allemaal	 Gill’s	 bemoeie-
nis	met	 de	 rechtszaak	 tegen	 Lucia	 de	B.	Het	 zou	
interessant	 zijn	 om,	 omgekeerd,	 de	 rechtspraak	
te	 horen	 over	 de	wonderlijke	 kansaanbiedingen	
van	 hierboven.	 Zou	 niet	 op	 zijn	 minst	 duidelijk	
moeten	zijn	hoe	groot	ongeveer	 jouw	kans	 is	op	
de	 aangeboden	 prijs?	 Bij	 de	 staatsloterij	 is	 dat,	
lijkt	het,	redelijk	goed	geregeld.	Een	bepaald	soort	
louche	belkansspelletjes	op	de	televisie	is	al	eens	
door	de	rechter	verboden.
Soms	 zijn	 de	 winstkansen	 getrapt.	 Zo	 is	 er	
‘kans	op	sperma	van	Shottle’	–	een	gerenommeer-
de	fokstier	op	zijn	retour.	Ook	als	je	zo’n	prijs	wint,	
is	 succes	 niet	 verzekerd	 –	 het	 hier	 gaat	 om	 een	
extra	biologische	kans.	Er	zijn	nog	meer	getrapte	
kansen:	 Google	 geeft	 187.000	 hits	 voor	 ‘kans	 op	
een	staatslot’:	 187.000	kansen	dus	voor	een	kans	
op	een	kans.	
Misschien	vallen	al	 deze	onduidelijke	kansen	
onder	 fuzzy probability.	 Google	 geeft	 hiervoor	
bijna	drie	miljoen	hits.
De	 kansen	 in	 de	 kansrekening,	 de	 statistiek	
en	de	OR	mogen	in	veel	situaties	waardevol	zijn,	
de	meeste	van	de	hierboven	aangeboden	kansen	
lijken	volstrekt	waardeloos.
Fred Steutel is emeritus hoogleraar kansrekening aan 
de TU Eindhoven. E-mail <f.w.steutel@tue.nl>
WAARDELOZE KANSEN
Fred Steutel
c o l u m n
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Samenvatting
Wij	 geven	 een	 beschrijving	 van	 algoritmes	 voor	
het	rendez-vous	probleem	van	Steve	Alpern.	Deze	
algoritmes	komen	uit	de	MSc	scriptie	Rendez-vous 
on an interval and a search game on a star,	waar-
voor	Marco	Timmer	 in	 2009	de	VVS	 scriptieprijs	
heeft	ontvangen.	Het	 rendez-vous	probleem	had	
jarenlang	 de	 status	 van	 een	 ‘bierprobleem’,	 een	
puzzeltje	voor	in	de	kroeg,	totdat	Eddie	Anderson	
en	Richard	Weber	er	een	serieus	artikel	over	schre-
ven	 [2]. Rendez-vous	 strategieën	 zijn	 ondermeer	
succesvol	gebleken	in	besturingsproblemen	in	de	
robotica	[4].
Een	moeder	 is	 haar	 dochter	 kwijtgeraakt	 in	 een	
winkelstraat,	het	kind	kan	alle	kanten	op	gelopen	
zijn.	Wat	is	de	beste	zoekstrategie	voor	de	moeder?	
Wat	moet	de	dochter	doen?	Zo’n	zoekprobleem	is	
wiskundig	geformaliseerd	door	 Steve	Alpern,	 zie	
[1],	en	het	staat	bekend	als	het	rendez-vous	zoek-
probleem.	 De	 inspiratiebron	 is	 een	 gedachten-
experiment	 uit	 het	 boek	 The strategy of conflict	
Rendez-vous op een interval
Robbert Fokkink & Marco Timmer
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van	 de	 econoom	 Thomas	 Schelling.	 Twee	 para-
chutisten	 zijn	 geland	 in	 vijandig	 gebied.	 Het	 is	
een	 geaccidenteerd	 terrein	met	 wegen,	 rivieren,	
gebouwen	en	een	brug.	Hoe	kunnen	de	parachu-
tisten	 elkaar	 vinden?	 Volgens	 Schelling	 moeten	
de	 parachutisten	 op	 zoek	 naar	 een	 focal point,	
een	uniek	kenmerk	van	het	terrein.	In	Schellings	
voorbeeld	 is	 dat	 de	 brug.	 De	 vraag	 is	 nu	wat	 de	
twee	 parachutisten	 zouden	moeten	 doen	 in	 een	
winkelstraat,	een	homogene	ruimte	waarin	geen	
enkel	 focal point	 te	 bekennen	 valt.	 Het	 rendez-
vous	zoekprobleem	betreft	juist	dit	soort	ruimten.	
Formulering van het probleem
Het	oorspronkelijke	probleem	van	Alpern	betreft	
rendez-vous	 op	 een	 lijn,	 het	 is	 dus	 eerder	 een	
winkelstraat	 dan	 een	 terrein	met	 parachutisten,	
waarbij	de	personen	zich	bewegen	met	begrensde	
snelheid.	Bovendien	 is	de	 lijn	begrensd,	de	 zoek-
ruimte	 is	 een	 interval.	 De	 personen	 willen	 de	
verwachte	 ontmoetingstijd	 minimaliseren.	 Dit	
is	 een	 continu	 probleem,	 dat	 kan	worden	 gedis-
cretiseerd.	 De	 twee	 personen	 bevinden	 zich	 dan	
in	 een	 discreet	 interval	 met	 een	 oneven	 aantal	
punten,	genummerd	van	0	tot	en	met	2n-2	zoals	
in	Figuur	1.	
In	 elke	 tijdstap	 kunnen	 de	 spelers	 zich	 ver-
plaatsen	naar	een	buurpunt,	sterker	nog,	ze	moe-
ten	dat	ook.	Op	tijd	0	bevinden	de	personen	zich	
op	een	even	genummerd	punt.	Op	tijd	1	verplaat-
sen	ze	zich	naar	een	oneven	punt	en	op	tijd	2	zijn	
ze	weer	terug	op	een	even	punt,	etc.	Op	die	manier	
krijgen	we	een	discretisatie	van	het	continue	pro-
bleem,	waarbij	ervoor	is	gezorgd	dat	beide	perso-
nen	niet	over	elkaar	heen	kunnen	springen.	Deze	
discretisatie	is	afkomstig	van	John	Howard	[3],	die	
heeft	aangetoond	dat	dit	een	correcte	benadering	
geeft	van	het	van	het	 continue	 rendez-vous	pro-
bleem	als	n	naar	oneindig	gaat.
Er	 zijn	 twee	vormen	van	het	 rendezvous-pro-
bleem:	 asymmetrisch	 en	 symmetrisch.	 In	 het	
asymmetrische	geval	mogen	de	personen	elk	een	
eigen	 strategie	 volgen.	De	moeder	 in	 de	winkel-
straat	 kan	 bijvoorbeeld	 gaan	 zoeken	 terwijl	 de	
dochter	op	haar	plaats	blijft.	In	het	symmetrische	
geval	krijgen	de	personen	de	restrictie	dat	ze	een	
identieke strategie	 moeten	 volgen.	 De	 parachu-
tisten	van	Schelling	gedragen	 zich	 symmetrisch,	
want	ze	gaan	allebei	op	zoek	naar	de	brug.	Merk	
op	 dat	 een	 wachtend	 kind	 in	 onze	 discretisatie	
noodgedwongen	 heen	 en	 weer	 moet	 springen	
tussen	twee	punten.	Deze	wait-for-mummy	strate-
gie	kan	effectief	zijn	in	het	asymmetrische	geval.	
In	 het	 symmetrische	 geval	 zou	 het	 leiden	 tot	
twee	spelers	die	op	elkaar	blijven	wachten.	Het	is	
gebruikelijk	om	te	spreken	van	‘spelers’,	in	plaats	
van	personen.	Het	rendez-vous	probleem	komt	uit	
de	speltheorie.
Figuur 1.
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Een	 rendez-vous	 zoekstrategie	 kan	 worden	
weergegeven	in	een	ruimte-tijd	diagram,	zoals	in	
Figuur	2	voor	n=4
Afhankelijk	 van	de	 beginpositie	 kiest	 de	 spe-
ler	volgens	het	diagram	één	enkel	pad.	Men	kan	
zelfs	 bewijzen	 dat	 dit	 altijd	 het	 geval	 is	 binnen	
een	optimale	strategie.	Start	de	speler	op	punt	2,	
dan	volgt	hij	volgens	dit	ruimte-tijd	diagram	het	
pad	2-3-4-3.	Mochten	beide	spelers	deze	strategie	
volgen,	 dan	 is	 hun	 verwachte	 ontmoetingstijd	
eenvoudig	 uit	 te	 rekenen,	 afhankelijk	 van	 de	
kansverdeling	voor	hun	beginposities.	Toch	is	het	
vinden	van	een	optimale	strategie	een	niet-trivi-
aal	 probleem.	 Zowel	 het	 asymmetrische	 als	 het	
symmetrische	 rendez-vous	 probleem	 zijn	 onop-
gelost.	Het	asymmetrische	rendez-vous	probleem	
is	 zelfs	 alleen	 opgelost	 voor	 hele	 speciale	 kans-
verdelingen,	zoals	een	uniforme	beginpositie,	zie	
[3].	Het	symmetrische	probleem	is	voor	het	eerst	
efficiënt	berekenbaar	gemaakt	in	[5].
Algoritme voor het symmetrische rendez-
vous probleem
In	het	ruimte-tijd	diagram	in	ons	voorbeeld,	gaat	
een	 speler	 zo	 snel	mogelijk	naar	het	midden	als	
hij	moet	starten	op	een	eindpunt.	Deze	afgelegde	
weg	heet	in	de	terminologie	van	[3]	een	sweeper.	
De	 paden	 van	 de	 twee	 sweepers	 vormen	 een	
driehoek	 in	 het	 ruimte-tijd	 diagram.	 De	 paden	
die	starten	uit	2	en	4	blijven	binnen	die	driehoek	
en	 het	 kan	 worden	 bewezen	 dat	 een	 optimale	
strategie	 altijd	 van	 deze	 vorm	 is.	 Dit	 reduceert	
het	aantal	kandidaten	voor	optimale	strategieën	
behoorlijk.	
Figuur 2.
Figuur 3.
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Men	 zou	 kunnen	 zeggen	 dat	 een	 speler	 die	
start	op	punt	2	of	punt	4	gaat	meelopen	met	een	
sweeper.	Dit	meelopen	blijkt	ook	op	te	gaan	voor	
andere	 paden.	 Neem	 bijvoorbeeld	 het	 volgende	
ruimte-tijd	diagram	(Figuur	3).
We	hebben	de	 strategie	 voor	 startpunt	 4	 ver-
anderd	 van	 4-5-4-3	 naar	 4-3-2-3.	 De	 paden	 die	
beginnen	vanuit	punt	2	en	punt	4	kruisen	elkaar	
nu.	Men	kan	bewijzen	dat	dit	niet	het	geval	kan	
zijn	 voor	 een	 optimale	 strategie.	 Evenmin	 kan	
het	 optimaal	 zijn,	 dat	 een	 speler	 zich	 onderweg	
bedenkt	 en	 een	 andere	 kant	 op	 gaat,	 zoals	 in	
Figuur	4.
Door	dit	soort	strategieën	uit	te	sluiten,	wordt	
het	 optimaliseringsprobleem	 efficiënt	 bereken-
baar:	 een	 strategie	 correspondeert	 precies	 met	
een	binaire	boom.	De	verwachte	ontmoetingstijd	
is,	 gecombineerd	 met	 de	 kansverdeling	 van	 de	
beginpositie,	in	één	keer	af	te	lezen	uit	de	binaire	
boom	zodra	de	knopen	van	de	boom	zijn	voorzien	
van	een	label	met	daarin	de	ontmoetingstijd	(zie	
Figuur	5).
Het	 optimaliseringsprobleem	 leent	 zich	 bij	
uitstek	 voor	 dynamisch	 programmeren:	 binnen-
de	 eerste	 vertakking	 van	 de	 boom	 moeten	 we	
immers	op	zoek	naar	binaire	bomen	die	het	ren-
dez-vous	 probleem	 op	 een	 deelinterval	 optima-
liseren.	Dit	algoritme	is	verder	uitgewerkt	in	[5].
Figuur 4.
Figuur 5.
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Optimale strategie voor het asymmetrische 
probleem
Het	 blijkt	 dat	 de	 bovenstaande	 beschouwingen	
voor	het	 symmetrische	probleem	voor	een	groot	
deel	 ook	 opgaan	 voor	 het	 asymmetrische	 pro-
bleem.	Het	pad	van	een	speler	kan	namelijk	alleen	
van	 richting	 veranderen	 bij	 de	 ontmoeting	 van	
het	pad	van	de	andere speler.	 Beschouw	bijvoor-
beeld	de	strategieën	in	Figuur	6.
Op	 tijdstap	 1	 heeft	 speler	 I	 die	 vanuit	 4	 start	
de	 paden	 ontmoet	 voor	 speler	 II	 vanuit	 4	 en	
6.	 Hetzelfde	 geldt	 als	 speler	 I	 start	 vanuit	 6.	
Aangezien	 startpunt	 4	 en	 startpunt	 6	 leiden	 tot	
dezelfde	 ontmoetingen,	 kan	 men	 bewijzen	 dat	
ze	 vanaf	 tijdstap	 1	 op	 dezelfde	 manier	 verder	
lopen.	Dit	in	tegenstelling	tot	het	gearceerde	pad	
van	 speler	 I	 vanuit	 startpunt	 6.	 Een	 soortgelijke	
redenatie	geldt	voor	startpunt	6	voor	speler	II.	Op	
tijdstap	2	heeft	speler	II	vanuit	startpunt	2	of	4	of	6	
dezelfde	ontmoetingen	gehad	met	speler	I.	Vanaf	
dat	 moment	 moeten	 deze	 paden	 op	 dezelfde	
manier	verder	 lopen.	Dit	 in	 tegenstelling	 tot	het	
gearceerde	pad	van	speler	II	vanuit	startpunt	6.
Via	deze	redenatie	is	het	aantal	strategieën	te	
reduceren,	hoewel	de	reductie	minder	drastisch	is	
dan	in	het	symmetrische	geval.	In	de	onderstaan-
de	 tabel	 (Tabel	 1)	 wordt	 het	 aantal	 kandidaat-
strategieën	 voor	 beide	 rendez-vous	 problemen	
met	elkaar	vergeleken,	waarbij	aan	de	linkerkant	
de	Catalangetallen	verschijnen	vanwege	het	aan-
tal	binaire	bomen.	Berekeningen	voor	n=7	blijken	
niet	meer	mogelijk	met	de	bovenstaande	reductie	
techniek.
Het	 aantal	 te	 beschouwen	 strategieën	 is	 dus	
groter	 voor	 het	 asymmetrische	 probleem.	 Een	
tweede	complicatie	is	dat	er	meerdere	Nash	even-
wichten	mogelijk	zijn.	Een	algoritme	zal	stoppen	
Figuur 6.
Tabel 1.
n SYMMETRISCH PROBLEEM ASYMMETRISCH PROBLEEM
2 1 2
3 2 4
4 5 37
5 14 908
6 42 66314
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bij	 een	 Nash	 evenwicht,	 waardoor	 er	 een	 volle-
dige	 zoekopdracht	nodig	 is	 om	alle	 evenwichten	
te	 inventariseren.	 De	 berekening	 van	 het	 asym-
metrische	 probleem	 is	 daarom	 een	 uitdagende	
opgave.
De	complexiteit	van	symmetrisch	rendez-vous	
is	 lager	 dan	 dat	 van	 asymmetrisch	 rendez-vous.	
Het	 ligt	 daarom	voor	de	hand	om	een	oplossing	
van	 symmetrisch	 rendez-vous	 te	gebruiken	voor	
asymmetrisch	rendez-vous.	Als	beide	spelers	een	
identieke	kansverdeling	hebben	voor	de	beginpo-
sitie,	 is	 de	 optimale	 oplossing	 dan	 toevallig	 een	
symmetrische	strategie?	Uit	de	berekeningen	tot	
n=6	blijkt	dat	dit	heel	vaak	het	geval	is,	maar	niet	
altijd.	 Het	 blijkt	moeilijk,	maar	 niet	 onmogelijk,	
om	een	voorbeeld	te	maken,	waarin	een	een	sym-
metrische	 strategie	 niet	 optimaal	 is.	 Zo’n	 voor-
beeld	wordt	gegeven	in	[5]	en	de	marge	waarmee	
de	asymmetrische	strategie	de	symmetrische	ver-
betert	is	minder	dan	één	tienduizendste.
Het	 symmetrische	 rendez-vous	 probleem	 op	
het	 interval	 is	 goed	 berekenbaar,	 het	 asymme-
trische	probleem	is	minder	eenvoudig.	De	reken-
resultaten	 geven	 aanleiding	 tot	 verschillende	
vermoedens	 over	 het	 karakter	 van	 de	 optimale	
strategie.	Zoals	het	volgende	vermoeden:	stel	dat	
de	kansverdeling	voor	de	beginpositie	unimodaal	
is,	symmetrisch	ten	op	zichte	van	het	midden	en	
identiek	voor	beide	spelers.	Is	de	optimale	strate-
gie	symmetrisch?
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Dit	 artikel	 is	 gebaseerd	 op	 de	 Master	 scriptie	
van	Marco	Timmer,	waarvoor	hij	 de	VVS	 Srip-
tieprijs	 2009	 mocht	 ontvangen.	 De	 jury	 oor-
deelde	als	volgt:
De	auteur	analyseert	twee	soorten	rendezvous	
games	 tussen	 twee	 personen	 op	 discrete	 sets	
van	punten,	een	waarbij	de	personen	elkaar	zo	
snel	mogelijk	willen	ontmoeten	en	een	waarbij	
een	verstopper	zo	lang	mogelijk	een	zoeker	wil	
vermijden.	 In	 beide	 problemen	wordt	 de	 opti-
male	 strategie	 bepaald	 voor	 de	 verwachte	 tijd	
tot	 ontmoeting	 bij	 gegeven	 startverdelingen	
van	de	twee	personen.	
Het	 afstudeerwerk	 bevat	 veel	 nieuwe	 resulta-
ten,	waaronder	een	correspondentie	met	binary	
trees	 en	 een	 reccurente	 betrekking	 waarmee	
het	symmetrische	rendezvous	probleem	nume-
riek	 kan	worden	 opgelost,	 een	 algorithme	 om	
de	 optimale	 strategie	 te	 benaderen	 in	 asym-
metrische	rendezvous	problemen,	alsmede	een	
oplossing	 voor	 een	 eenvoudig	 verstopper-zoe-
ker	probleem	en	een	numerieke	oplossing	voor	
een	complexere	variant.
De	jury	was	zeer	onder	de	indruk	van	de	origi-
naliteit	en	hoge	kwaliteit	van	het	werk	alsmede	
de	 heldere	 presentatie	 van	 geheel,	 en	 is	 van	
mening	 dat	 dit	 het	 gebrek	 aan	 aandacht	 voor	
toepassingen	ruimschoots	compenseert.
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Bloed	is	voor	een	ieder	een	onmisbaar	en	daarmee	
uiterst	 kostbaar	 goed.	 Een	 behoefte	 aan	 bloed-
producten	 ontstaat	 zowel	 als	 gevolg	 van	 onge-
lukken	 en	 reguliere	 operaties	 (traumatologie	 en	
chirurgie)	als,	in	zeker	zo’n	belangrijke	mate,	voor	
therapeutische	 doeleinden	 (oncologie	 en	 hema-
tologie).	 Hierbij	wordt	 een	 beroep	 gedaan	 op	 de	
humaniteit	 en	 bereidwilligheid	 van	 donoren.	
Bloedbanken	en	ziekenhuizen	houden	voor	trans-
fusiedoeleinden	 voorraden	 bloedproducten	 aan.	
Daartoe	worden	 volbloeddonaties	 gescheiden	 in	
concentraten	 van	 rode	 bloedcellen,	 bloedplasma	
en	bloedplaatjes.	
In	 ons	 onderzoek	 hebben	 we	 ons	 op	 het	
productie-voorraadbeheer	 van	 bloedplaat-
jesconcentraten	 (BPCs)	 gericht	 daar	 BPCs	 het	
kortst	 houdbare	 en	 meest	 kostbare	 bloedpro-
duct	zijn,	waardoor	het	voorraadbeheer	kritisch	
is.	 Uit	 internationale	 cijfers	 van	 Westerse	 lan-
den,	waaronder	Nederland,	blijkt	dat	gemiddeld	
zo’n	 10-20%	 	 van	 de	 bloedplaatjesconcentraten	
(BPCs)	ongebruikt	weggegooid	worden	(zie	o.m.	
Veihola	et	al	(2006)).	Dit	is	zowel	ethisch	als	eco-
nomisch	zeer	onwenselijk.	Door	nieuwe	toepas-
sing	van	Operations	Research	 technieken	 toont	
ons	 onderzoek	 aan	 dat	 dit	 verval	 in	Nederland	
kan	worden	teruggebracht	tot	hooguit	1-2%.	Dit	
blijkt	uit	twee	door	de	auteurs	uitgevoerde	case	
studies	bij	twee	van	de	vier	Nederlandse	bloed-
banken.	
René Haijema, Nikky Kortbeek, Jan van der Wal & Nico M. van Dijk
BLOEDSTOLLENDE OPERATIONS RESEARCH 
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Bloedplaatjes concentraten (BPCs)
Een	BPC	is	een	transfusiezak	met	daarin	de	bloed-
plaatjes	van	5	verschillende	donoren	van	dezelfde	
bloedgroep.	Bloedplaatjes	zijn	nodig	voor	de	repa-
ratie	 van	 beschadigde	 bloedvaten.	 In	 de	 bloeds-
omloop	worden	de	bloedplaatjes		zo’n	10	dagen	na	
productie	in	het	beenmerg	afgebroken	als	ze	hun	
stollend	vermogen	verliezen.	Sommige	patiënten	
hebben	 (tijdelijk	dan	wel	gedurende	een	 langere	
tijd)	een	tekort	aan	bloedplaatjes	en	dienen	daar-
om	 een	 transfusie	 te	 krijgen	 van	 bloedplaatjes	
van	maximaal	4,	5	of	6	dagen	oud	(afhankelijk	van	
klinische	testen	en	wetgeving).	
Naast	 de	 korte	 houdbaarheid	 van	 de	 produc-
ten	kenmerkt	het	probleem	zich	door	een	aantal	
andere	 complicaties.	 Allereerst,	 is	 de	 behoefte	
naar	BPCs	sterk	wisselend	en	slechts	gedeeltelijk	
voorspelbaar.	 Daarbij	 dient	 in	 zekere	 mate	 de	
bloedgroep	van	de	donor	overeen	 te	 komen	met	
die	van	de	ontvangende	patiënt.	Om	zoveel	moge-
lijk	te	allen	tijde	aan	de	vraag	te	kunnen	voldoen	
worden	 bloedproducten	 op	 voorraad	 gelegd.	 Ten	
tweede	is	het	maken	van	BPCs	vanuit	volbloeddo-
naties	een	tijdrovende	en	kostbare	klus	gebonden	
aan	strenge	veiligheidseisen.	Bijvoorbeeld	het	fil-
teren,	testen	en	samenvoegen	van	de	bloedplaat-
jes	van	5	donoren	tot	een	BPC	duurt	een	hele	dag	
en	kost	zo’n	150	euro	aan	variabele	productiekos-
ten.	Een	dreigend	voorraadtekort	is	dus	niet	zon-
der	meer	snel	op	te	lossen.	Ten	slotte	is	een	derde	
complicerende	 factor	 de	 productieonderbreking	
tijdens	weekends.	
Optimalisatievraagstuk
De	combinatie	van	de	onzekere	vraag,	de	produc-
tielevertijd	van	1	dag,	de	korte	houdbaarheid	en	de	
productieonderbreking	 leidt	 tot	 een	 spannings-
veld	bij	het	bepalen	van	een	 juiste	voorraadstra-
tegie.	 Enerzijds	wil	men	 een	 ruime	beschikbaar-
heid	 om	 ‘tekorten’	 te	 beperken	 tot	 bij	 voorkeur	
minder	 dan	 1	 procent	 van	 de	 vraag.	 Anderzijds	
willen	bloedbankmanagers	het	verval	van	gedo-
neerde	en	reeds	tot	BPCs	verwerkte	bloedplaatjes	
terugbrengen.	 Niet	 in	 de	 eerste	 plaats	 vanwe-
ge	 de	 daarmee	 gepaard	 gaande	 verspilling	 van	
gemaakte	kosten,	maar	primair	vanwege	de	ethi-
sche	waarde	van	donaties.	
Voor	Sanquin	Bloedbank	Noord-Oost	was	een	
eerste	 uitdaging	 het	 terugbrengen	 van	 het	 ver-
val,	 en	was	 de	 leeftijd	 van	 secundair	 belang.	 Bij	
Sanquin	Bloedbank	Zuid-Oost	 speelde	de	 leeftijd	
van	 de	 uitgegeven	 pools	 een	 belangrijkere	 rol.	
Jonge	 BPCs	 bevatten	 over	 het	 algemeen	 meer	
actieve	bloedplaatjes	en	zijn	met	name	beter	voor	
hematologie	en	oncologie	patiënten.	
Een nieuwe aanpak
Om	tot	een	gepast,	zeg	optimaal,	voorraadbeheer	
te	 komen	 hebben	 we	 zowel	 het	 uitgiftebeleid	
geoptimaliseerd	 als	 de	 productievolumes.	 	 Het	
wetenschappelijk	 gezien	meest	 interessant	 is	 de	
combinatie	van	stochastisch	dynamisch	program-
meren	(SDP)	en	simulatie	(SIM)	om	een	optimale	
productiestrategie	 te	 bepalen	 en	 daaruit	 prakti-
sche	regels	af	te	leiden.
Productiestrategieën door SDP-SIM aanpak
In	 voorraadbeheer,	 en	 zo	 ook	 in	 dat	 van	 bloed-
producten,	 is	het	gebruik	van	eenvoudig	 te	han-
teren	aanvulregels	bekend.	Echter	 is	niet	bekend	
hoe	 ver	 van	 optimaal	 een	 aanvulregel	 is	 als	 de	
leeftijden	 van	 de	 producten	 op	 voorraad	 bui-
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ten	 beschouwing	 gelaten	worden.	 In	 de	 praktijk	
worden	 de	 aanvulniveaus	 op	 basis	 van	 ervaring	
vastgesteld,	maar	wordt	de	aanvulregel	niet	strikt	
gevolgd.	Er	blijkt	behoefte	te	zijn	aan	een	formele	
procedure	om	goede,	 zo	niet	optimale,	 aanvulni-
veaus	 te	bepalen	alsmede	om	het	gebruik	 ervan	
te	rechtvaardigen.	
Om	tot	een	goede	productiestrategie	te	komen	
is	 in	Haijema	 et	 al	 (2007)	 een	 zogenaamde	 SDP-
SIM	 aanpak	 ontwikkeld,	 die	 uit	 vijf	 stappen	
bestaat	die	hieronder	kort	uitgelegd	worden:
1.	 MBP:	Markov	beslisprobleem	formuleren
2.	SDP:	schalen	en	oplossen	van	MBP
3.	 	SIM:	(simpele)	regels	aflezen	uit	optimale	stra-
tegie	(via	Simulatie)
4.		SIM/SDP:	 vergelijken	 van	 regels	 en	 optimale	
strategie	(via	SIM	of	waarde	iteratie)
5.	 	SIM:	 terugschalen	 en	 valideren	 van	 regels	 in	
meer	gedetailleerd	simulatie	model.
STAP 1 
Gegeven	een	vaste	uitgiftestrategie	kan	een	opti-
male	productiestrategie	bepaald	worden	door	het	
probleem	 te	 formuleren	 als	 Markov	 beslispro-
bleem	(MBP).	Het	aantal	te	produceren	BPCs	wordt	
bepaald	 aan	 het	 begin	 van	 de	 dag	 op	 basis	 van	
de	toestand	(d,	x1	,…,	x5),	bestaande	uit	de	dag	van	
de	week	d	 en	 de	 vector	 x	met	 elementen	 xi	 het	
aantal	producten	op	voorraad	van	iedere	leeftijds-
categorie	 i.	 Hierbij	 worden	 bloedgroepen	 buiten	
beschouwing	gelaten.	Gedurende	een	dag	kunnen	
tekorten	optreden	of	kunnen	producten	vervallen.	
Ter	sturing	worden	hieraan	kosten	(strafwaarden)	
toegekend.	De	verwachte	kosten	per	week	c(d,x,a)	
op	lange	termijn	dienen	geminimaliseerd	te	wor-
den.	Door	het	 toepassen	van	Bellmans	optimali-
teitsvergelijking	 kunnen	we	 gebruik	maken	 van	
stochastisch	 dynamisch	 programmering	 (SDP)	
technieken.
Complexiteit
Er	 treden	 echter	 twee	 complicaties	 op	 bij	 het	
berekenen	van	een	optimale	strategie.	Allereerst	
zijn	 er	 veel	 mogelijke	 toestand	 (d,	 x)	 waarvoor	
een	 optimaal	 besluit	 a	 bepaald	 moet	 worden.	
Zelfs	als	we	de	verschillende	bloedgroepen	buiten	
beschouwing	 laten	 zijn	 er	 voor	 de	 praktijkcases	
al	vele	miljoenen	zo	niet	miljarden	verschillende	
toestanden	die	geëvalueerd	moeten	worden.	Deze	
toestanden	zijn	onderling	met	elkaar	vervlochten	
via	overgangskansen	P (a)d,x,y	.
STAP 2
Daarom	is	het	nodig	het	probleem	te	schalen	(ver-
kleinen)	met	 behoud	 van	 de	mate	 van	 onzeker-
heid	in	de	vraag.	Door	middel	van	waarde	iteratie	
kan	het	geschaalde	MBP		opgelost	worden:
Vn(d,x)= 	min		
³
 c(d,x,a)+
X
 P (a)d,x,y Vn-1 (d+1,y)
´ 
																				
0≤a<U(d)
Een	tweede	complicatie	is	dat	de	aldus	verkregen	
optimale	 productiestrategie	 te	 complex	 is	 om	 in	
de	huidige	praktijk	toe	te	passen,	daar	die	afhan-
kelijk	 is	 van	 de	 leeftijden	 van	 de	 producten	 op	
voorraad.
STAP 3-5
Door	simulatie	(SIM)	kunnen	we	de	structuur	van	
de	 optimale	 strategie	 bestuderen	 en	 leiden	 we	
eenvoudiger	productieregels	af,	zoals	een	aanvul-
regel.	Deze	 regels	worden	vervolgens	vergeleken	
met	de	optimale	strategie	en	de	toepassing	ervan	
in	 de	 praktijk	 wordt	 gevalideerd	 middels	 een	
gedetailleerde	simulatie	studie.	
Uitgiftestrategieën
In	de	praktijk	stelt	men	altijd	het	oudste	product	
eerst	uit	te	geven	(FIFO:	First	 In	First	Out)	omdat	
dit	het	verval	beperkt.	Daar	de	kwaliteit	van	een	
BPC	afneemt	 in	de	 tijd,	hebben	we	ook	optimale	
productievolumes	 afgeleid	 onder	 LIFO	 (oudste	
eerst).	Tevens	hebben	we	een	nieuwe	uitgiftestra-
tegie	genaamd	FIFOR(r)	bestudeerd	waarbij	eerst	
BPCs	 van	 leeftijd	 r	 of	 jonger	worden	 uitgegeven	
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(volgens	FIFO)	en	de	resterende	vraag	wordt	voor-
zien	volgens	LIFO.	
Daarnaast	hebben	we	ook	samengestelde	uit-
gifte	 strategieën	 beschouwd:	 	 een	 deel	 van	 de	
patiënten	 krijgt	 BPCs	 op	 basis	 van	 FIFO	 en	 een	
andere	groep	(hematologie	en	oncologie)	op	basis	
van	LIFO	of	FIFOR(r).	
Resultaten	twee	praktijkcases
Sanquin Noord-Oost Nederland
Voor	 de	 praktijkdata	 van	 Sanquin	 bloedbank	
Noord-Oost	blijkt	dat	een	eenvoudige	aanvulregel	
met	 vaste	 aanvulniveaus	 voor	 iedere	 werkdag	
vrijwel	 optimaal	 is.	Wat	 geavanceerdere	 aanvul-
regels,	blijken	slechts	iets	beter	te	scoren.	
Tabel	 1	 vat	 de	 meest	 relevante	 resultaten	
samen,	voor	het	geval	men	de	helft	van	de	vraag	
volgens	FIFOR(3)	wordt	bediend	(geef	eerst	jonge	
BPCs	 van	 hooguit	 3	 dagen	 oud	 uit).	Wat	 opvalt	
is	de	enorme	 reductie	 in	het	verval	die	behaald	
kan	worden:	van	17%	naar	zo’n	2%,	zonder	dat	de	
kans	 op	 tekorten	 toeneemt.	 Mocht	men	 kiezen	
om	consequent	het	oudste	product	uit	 te	geven	
dan	 kan	 het	 verval	 nog	 verder	 teruggebracht	
worden	 tot	 minder	 dan	 1%.	 In	 Haijema	 (2008)	
zijn	 alle	 details	 en	 gevoeligheidsanalyses	 terug	
te	 vinden.	 De	 techniek	 is	 ook	 uitgebreid	 voor	
perioden	waarin	de	vraag	en	productie	niet	stati-
onair	is	bijvoorbeeld	rondom	vakantiedagen,	zie	
Haijema	(2009).
Sanquin Zuid-Oost Nederland
Het	 onderscheid	 in	 twee	 soorten	 vraag	 (jong	 vs.	
BPCs	 van	willekeurige	 leeftijd)	 bleek	 vooral	 van	
belang	 bij	 de	 tweede	 case	 studie	 uitgevoerd	 bij	
bloedbank	 Zuid-Oost	 in	 2007/2008.	De	BPCs	 van	
deze	 bloedbank	 zijn	 langer	 houdbaar	 (6	 dagen);	
mede	hierdoor	was	het	verval	slechts	4%.	Nadeel	
van	 de	 langere	 houdbaarheid	 is	 echter	 dat	men	
relatief	meer	oudere	producten	op	voorraad	heeft.	
Sanquin	Bloedbank	Zuid-Oost	heeft	 zich	daarom	
ten	 doel	 gesteld	 de	 uitgifteleeftijd	 van	 BPCs	 te	
verlagen.	
Simpelweg	 de	 jongste	 producten	 uitgeven	
(LIFO)	 bleek	 geen	 oplossing,	 omdat	 dat	 tot	 hoge	
vervalpercentages	zal	leiden.	Echter	zou	men	wel	
aan	een	kleine	groep	patiënten,	voor	wie	jongere	
producten	zeer	gewenst	zijn,		de	jongste	BPCs	kun-
nen	uitgeven	opdat	zij	aanzienlijk	beter	geholpen	
kunnen	 worden.	 Door	 een	 combinatie	 van	 de	
SDP-SIM	 aanpak	 en	 een	 geringe	 aanpassing	 in	
de	productiecapaciteit	kon	de	gemiddelde	leeftijd	
van	 de	 uitgegeven	 BPCs	 teruggebracht	 worden	
van	zo’n	3,5	tot	zo’n	2,7	dagen,	zie	Tabel	2	alsmede	
Kortbeek	et	al	(2010).	
Het	verval	 is	daarmee	ook	 teruggebracht	van	
4%	naar	minder	dan	een	halve	procent	en	tekor-
ten	blijven	vrijwel	uit.
Tabel 1. Resultaten Noord-Oost 2004/2005 Tabel 2. Resultaten Zuid-Oost 2007/2008
HOUDBAARHEID	
BPC	IS	5	DAGEN PRAKTIJK	 SDP-SIM
Verval 17,oo% 1,90%
Tekorten ≈ 1,00% 0,26%
Leeftijd bij uitgifte ≈ 4 dagen 2,1 dagen
HOUDBAARHEID	
BPC	IS	6	DAGEN PRAKTIJK	 SDP-SIM*
Verval 4,0% 0,4%
Tekorten 1,0% 0,4%
Leeftijd bij uitgifte 3,5 dagen 2,7 dagen
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Implementatie Software 
Mede	 door	 dit	 fraaie	 resultaat	 heeft	 Sanquin	
Zuid-Oost	gevraagd	de	ontwikkelde	onderzoeks-
software	van	prototype	door	te	ontwikkelen	tot	
een	 meer	 gebruikersvriendelijk	 tool	 teneinde	
het	op	de	werkvloer	te	kunnen	gebruiken.	Sinds	
september	 2008	 wordt	 de	 software	 genaamd	
TIMO	 (voor	 Thrombocytes	 Inventory	 Manage-
ment	Optimizer)	 gebruikt	 naar	 volle	 tevreden-
heid	van	de	bloedbank	Sanquin	Zuid-Oost.	
Conclusie
Het	voorraadbeheer	van	bloedproducten	kan	aan-
zienlijk	 verbeterd	 worden:	 het	 verval	 van	 BPCs	
kan	 teruggebracht	 worden	 van	 meer	 dan	 15%	
tot	 minder	 dan	 1%.	 Daarnaast	 kan	 de	 kwaliteit	
zoals	 weerspiegeld	 in	 de	 resterende	 houdbaar-
heid	van	BPCs	significant	verhoogd	worden.	Hier-
toe	zijn	een	MBP	model,	SDP	oplostechnieken	en	
simulatiemodellen	 ontwikkeld	 en	 geïntegreerd	
in	 gebruikersvriendelijke	 software.	 Twee	 cases	
alsmede	 de	 implementatie	 van	 software	 in	 de	
praktijk	 tonen	 de	 kracht	 van	 de	 methode	 aan.	
Een	 belangrijke	 bijdrage	 van	 het	 onderzoek	 is	
daarnaast	de	brug	die	geslagen	is	tussen	de	Ope-
rations	 Research	 enerzijds	 en	 de	 praktijk	 van	 de	
bloedtransfusie	 anderzijds.	 Dit	 laatste	 blijkt	 ook	
uit	de	publicatie	van	het	onderzoek	in	het	geres-
pecteerde	medisch	tijdschrift	Transfusion,	zie	Van	
Dijk	et	al	(2010).	
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Amerika	kampt	met	een	imagoprobleem.	Decen-
nialang	 schaarde	 Europa,	 en	 zeker	 Nederland,	
zich	 onvoorwaardelijk	 achter	 de	 grote	 broer.	We	
leken	de	Amerikaanse	leefstijl	moeiteloos	over	te	
nemen.	Dat	ligt	nu	anders.	Niet	de	hemel,	maar	de	
ozonlaag	lijkt	de	limiet	te	zijn.	De	Cadillac	en	Big	
Mac	 zijn	 in	 onmin	geraakt.	Groter	 is	 niet	 langer	
beter.	
Operations	Research	is	de	Coupe	deVille	onder	
de	wetenschappelijke	disciplines,	groot	en	onlos-
makelijk	 met	 het	 Amerikaanse	 landschap	 ver-
bonden.	Niet	 vreemd	 dus	 dat	 het	 kloppend	 hart	
van	 OR,	 de	 vakorganisatie	 INFORMS,	 in	 de	 VS	
zit.	 Turning Math into Cash	 is	 een	 boude	 leus	
op	 de	 INFORMS	 website.	 Succesverhalen	 over	
miljardenbesparingen	door	OR.	Ook	de	 jaarlijkse	
INFORMS-bijeenkomst	is	groot.	Ruim	vierduizend	
deelnemers,	 verspreid	 over	 vier	 dagen	 en	 zestig	
parallelle	 sessies.	 Zelfs	 de	 zondag	 wordt	 volle-
dig	volgeboekt.	Het	 evenement	balanceert	op	de	
grens	 van	 wetenschap	 en	 commercie.	 Een	 hele	
rits	 hoofdsprekers,	 een	 waslijst	 van	 prijzen	 en	
winnaars,	lanceringen	van	hot areas en	een	enor-
me	jobmarket	voor	promovendi	op	zoek	naar	een	
baan.	 De	 Europeaan	 houdt	 van	 kleinschaligheid	
en	maatwerk,	maar	zal	zich	ongetwijfeld	verma-
ken	in	dit	kolossale	pretpark.	
De	 Nederlandse	 inbreng	 in	 INFORMS	 wordt	
ieder	 jaar	 groter.	 Bij	 de	 annual meeting	 in	
Washington	 2008	 konden	we	meerdere	 taxibus-
jes	 vullen,	 en	 wie	 een	 meeting	 bezoekt,	 wordt	
automatisch	 lid	 van	 de	 gemeenschap.	We	 zitten	
in	commissies,	winnen	hier	en	daar	een	prijs,	en	
zijn	ons	ervan	bewust	dat	INFORMS	tijdschriften	
als	Operations Research	 en	Management Science	
echte	citatietrekkers	zijn.	Iets	wat	de	niet-puristen	
onder	ons	niet	onberoerd	laat.
De	 volgende	 INFORMS	 meeting	 wordt	
gehouden	 in	 Austin,	 Texas	 (7-10	 november	
2010).	 Everything is Bigger in Texas,	 dat	 weet	 u.	
Amerikanen	 zijn	meesters	 in	 het	 verzinnen	 van	
slogans.	 Zo	 ook	 INFORMS.	 Na	 Doing Good with 
OR	 en	 INFORMING the Globe	 is	 ditmaal	 gekozen	
voor	Energizing the Future,	dus	ook	aan	het	imago	
wordt	hard	gewerkt.	Voor	wie	het	spektakel	eens	
wil	 meemaken	 –	 Just Do It!	 –	 tot	 besluit	 wat	
reistips.	 Laat	 thuis:	 getailleerde	 blouses,	 profiel-
loze	zolen,	en	alle	verdere	Europese	ongemakken.	
Neem	 mee:	 een	 oversized	 T-shirt,	 joggingschoe-
nen	 (hard	 nodig	 in	 het	 hotel),	 visitekaartjes,	 en	
een	fikse	dosis	positieve	energie.	Laat	u	inspireren	
en	bedenk:	heel	soms	is	groter	toch	beter.	Oh	ja,	en	
mocht	het	een	succes	zijn,	kom	dan	niet	aan	met	
dat	in	Amerika	alles	beter	is.	Dat	kan,	net	als	die	
Cadillac	en	Big	Mac	trouwens,	echt	niet	meer.	
Johan van Leeuwaarden is werkzaam in de groep 
Stochastische Besliskunde bij de faculteit Wiskunde en 
Informatica van de Technische Universiteit Eindhoven. 
Tevens is hij research fellow bij EURANDOM. 
E-mail <j.s.h.v.leeuwaarden@tue.nl>
Johan van Leeuwaarden
EVERYTHING IS BIGGER IN TEXAS
c o l u m n
29
      STAtOR          juni  2010|2
Een	 uiterst	 onwaarschijnlijke	 gebeurtenis	 in	 de	
Bulgaarse	lotto	is	bij	nader	inzien	minder	onwaar-
schijnlijk	dan	het	lijkt.
Op	 de	 twee	 opeenvolgende	 trekkingen	 van	 6	
september	 2009	 en	 10	 september	 2009	 werden	
in	de	Bulgaarse	lotto	6/42	dezelfde	zes	getallen	4,	
15,	 23,	 24,	 35	en	42	getrokken.	Dit	gebeuren	kreeg	
veel	 aandacht	 op	 internet-blogs,	 vooral	 omdat	
sprake	was	van	 twee	direct	 opeenvolgende	 trek-
kingen	waardoor	de	gebeurtenis	 in	de	Bulgaarse	
lotto	 nog	 uitzonderlijker	 is	 dan	 de	 gebeurtenis	
in	de	Duitse	6/49	lotto	met	dezelfde	zes	getallen	
15,	 25,	 27,	 30,	 42	 en	 48	 op	 de	 trekkingen	 van	 20	
december	 1986	 en	 21	 juni	 1995.	 Sommige	 blogs	
twijfelden	aan	de	eerlijkheid	van	de	trekkingen	in	
de	Bulgaarse	lotto	op	grond	van	het	argument	dat	
de	 kans	 op	 dezelfde	 zes	 getallen	 in	 twee	 opeen-
volgende	trekkingen	onvoorstelbaar	klein	is,	deze	
kans	is	ongeveer	2	x	10-7.	Dit	is	echter	niet	de	juiste	
wijze	 om	 tegen	 de	 opmerkelijke	 gebeurtenis	 in	
de	Bulgaarse	lotto	aan	te	kijken.	Gebeurtenissen,	
hoe	 onwaarschijnlijk	 ook,	 zullen	 altijd	 een	 keer	
optreden	als	ze	maar	voldoende	gelegenheid	krij-
gen	zich	te	ontvouwen.	Dit	kan	worden	toegelicht	
met	enkele	benaderende	berekeningen.	Laten	we	
voor	 het	 gemak	 aannemen	 dat	 2000	 trekkin-
gen	 hebben	 plaatsgevonden	 sinds	 de	 instelling	
van	 de	 Bulgaarse	 lotto	 waarin	 bij	 elke	 trekking	
zes	verschillende	getallen	uit	de	getallen	 1,2,...,42	
worden	getrokken.	Relevant	 is	de	kans	dat	 in	de	
komende	2000	trekkingen	van	de	Bulgaarse	6/42	
lotto	ergens	twee	opeenvolgende	trekkingen	met	
dezelfde	 zes	 getallen	 zullen	 zijn.	 Wij	 zullen	 zo	
laten	 zien	 dat	 deze	 kans	 bij	 goede	 benadering	
gelijk	is	aan	0,000373.	Nog	steeds	een	heel	kleine	
kans,	maar	 niet	 een	 onvoorstelbaar	 kleine	 kans.	
Twee	opeenvolgende	trekkingen	met	dezelfde	zes	
getallen	wordt	 nog	 plausibeler	 als	men	 bedenkt	
dat	er	op	de	wereld	vele	lotto’s	zijn.	Ga	je	uit	van	
honderd	 6/42	 lotto’s,	 dan	 is	 de	 kans	 bij	 goede	
benadering	gelijk	aan	1-(1-0,000373)100	=	0,037	dat	
in	een	of	andere	lotto	ergens	in	de	komende	2000	
trekkingen	 er	 twee	 opeenvolgende	 trekkingen	
met	dezelfde	zes	getallen	zijn.	Een	kans	van	bijna	
4%	is	bij	de	lotto	toch	bepaald	geen	kleine	kans.	
De lotto en het verjaardagsprobleem
Eerst	 beschouwen	wij	 het	 lottoprobleem	waarin	
gevraagd	wordt	naar	de	kans	dat	in	de	komende	
2000	 trekkingen	 van	 de	 lotto	 6/42	 ergens	 twee	
trekkingen	 zullen	 zijn	met	dezelfde	 zes	getallen,	
waarbij	de	trekkingen	niet	opeenvolgend	hoeven	
Henk Tijms
TOEVAL IN DE BULGAARSE LOTTO
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te	 zijn.	 Dit	 lottoprobleem	 is	 een	 variant	 van	 het	
klassieke	 verjaardagsprobleem	waarin	 gevraagd	
wordt	naar	de	kans	dat	in	een	toevallig	samenge-
stelde	groep	van	personen	twee	of	meer	personen	
op	eenzelfde	dag	jarig	zijn.	In	de	6/42	lotto	zijn	er	¡42
6	
¢
	=	5	245	786	mogelijke	uitkomsten	voor	de	zes	
verschillende	 getallen	 in	 een	 gegeven	 trekking.	
De	kans	dat	in	2000	trekkingen	van	de	6/42	lotto	
twee	 of	 meer	 trekkingen	 dezelfde	 zes	 getallen	
geven,	 is	 niets	 anders	 dan	 de	 kans	 dat	 op	 een	
planeet	met	d=5	 245	 786	 dagen	 binnen	 een	wil-
lekeurig	samengestelde	groep	van	m=2000	aliens	
twee	 of	meer	 aliens	 op	 eenzelfde	 dag	 jarig	 zijn.	
Deze	kans	wordt	bij	deze	grote	waarden	van	m	en	
d	gegeven	door
1	–	e– b-c	m(m-1)/d		=	0,3169	
zoals	 welbekend	 is	 uit	 de	 kansrekening,	 zie	 bij-
voorbeeld	het	boek	Tijms	(2007)	waarin	ook	ande-
re	coïncidenties	in	de	lotto	worden	besproken.	De	
kans	 dat	 in	 een	 groep	 van	m	=	 2000	aliens	 drie	
of	meer	aliens	op	eenzelfde	dag	 jarig	zijn	bij	d	=	
5	245	786	mogelijke	verjaardagen	is
1	–	e– b-6	m(m-1)(m-2)/d2		=	0,00005.
Op	grond	hiervan	kunnen	we	stellen	dat	binnen	
de	 komende	 2000	 trekkingen	 van	 de	 Bulgaarse	
6/42	 lotto	 het	 aantal	 trekkingen	 met	 dezelfde	
zes	 getallen	 precies	 gelijk	 aan	 twee	 is	met	 kans	
vrijwel	gelijk	aan	0.3169	en	meer	dan	twee	is	met	
een	kans	die	verwaarloosbaar	is	ten	opzichte	van	
de	waarde	0,3169.	Er	is	echter	nog	een	subtiliteit.	
De	 kans	 0,3169	 geeft	 de	 kans	 dat	 het	 tenminste	
één	keer	voorkomt	dat	onder	de	2000	trekkingen	
er	precies	 twee	 trekkingen	 zijn	met	dezelfde	 zes	
getallen.	Zonder	verdere	uitleg	geven	we	dat	met	
kans	 0,2605	 het	 precies	 één	 keer	 voorkomt	 dat	
onder	 de	 2000	 trekkingen	 er	 precies	 twee	 trek-
kingen	zijn	met	dezelfde	zes	getallen	en	het	twee	
keer	voorkomt	met	een	kans	die	bij	goede	bena-
dering	gelijk	 is	 aan	0,3169	–	0,2605	=	0,0564.	De	
trekkingen	hoeven	 tot	nu	 toe	niet	opeenvolgend	
te	zijn.	Het	is	vervolgens	simpel	te	komen	tot	een	
benadering	van	de	gezochte	kans	op	twee	opeen-
volgende	trekkingen	met	dezelfde	zes	getallen	in	
de	 komende	 2000	 trekkingen	 van	 de	 Bulgaarse	
6/42	 lotto.	 Gegeven	 dat	 tussen	 2000	 trekkingen	
er	twee	trekkingen	zijn	met	dezelfde	zes	getallen,	
dan	zijn	deze	twee	trekkingen	opeenvolgend	met	
kans	1/1000	en	hiermee	volgt	dat	bij	goede	bena-
dering	de	gezochte	kans	gelijk	is	aan	0,0002605	+	
2	x	0,0000564	=	0,000373.
Populaire getallen
Bij	de	trekking	van	10	september	2009	in	de	Bul-
gaarse	 lotto	waren	er	 18	winnaars	met	 zes	goed,	
terwijl	 bij	 de	 trekking	 van	 6	 september	 2009	 er	
geen	winnaars	waren	met	zes	goed.	De	verklaring	
van	zoveel	winnaars	op	 10	 september	 ligt	 in	het	
feit	 dat	 veel	 mensen	 hun	 getallen	 niet	 random	
kiezen.	Bij	het	kiezen	van	hun	getallen	gebruiken	
mensen	 geboortedata,	 geluksgetallen,	 rekenkun-
dige	rijen,	etc,	maar	ook	de	winnende	getallen	van	
een	vorige	 trekking	 (uit	gegevens	van	de	Neder-
landse	 lotto	 blijkt	 dat	 1,	 2,	 3,	 4,	 5	 en	 6	 het	meest	
ingevulde	rijtje	is).	Het	is	beter	om	niet	populaire	
getallen	 te	 gebruiken.	 Uiteraard	 heeft	 elk	 rijtje	
van	zes	getallen	dezelfde	kans	om	bij	een	trekking	
te	vallen,	maar	de	jackpot	moet	met	vele	anderen	
gedeeld	worden	in	het	geval	dat	deze	op	een	rijtje	
van	zes	populaire	getallen	zou	vallen.
Noot
De auteur realiseerde zich achteraf dat de exacte waar-
de van de gezochte kans in de Bulgaarse lotto simpel-
weg is 1 – (1 – 1/5 245 786)1999 = 0,000380.
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Op	Hemelvaartsdag	2010	veroorzaakte	het	bericht	
over	 het	 volkomen	 onverwachte	 overlijden	 van	
prof.dr.ir.	Jo	A.E.E.	van	Nunen	een	schokgolf	door	
de	 logistieke	 wereld.	 Jo	 was	 op	 dat	 moment	 in	
Vancouver,	 in	 verband	 met	 het	 jaarlijkse	 POMS	
congres.
Hij	was	een	bijzonder	mens,	een	levenskunste-
naar:	 hij	 ging	met	 visie,	 doortastendheid,	 onuit-
puttelijke	energie	en	onnavolgbare	humor	achter	
zijn	idealen	aan.	Hij	dacht	daarbij	altijd	eerder	aan	
anderen	 dan	 aan	 zichzelf.	 Door	 zijn	 unieke	 per-
soonlijkheid	 bouwde	hij	 een	 gigantisch	 netwerk	
op:	Jo	kende	iedereen	en	iedereen	kende	Jo.
In	 1976	 promoveerde	 hij	 aan	 de	 Technische	
Universiteit	 Eindhoven	 bij	 Jaap	 Wessels	 op	
het	 onderwerp	 Markov	 Beslissingsprocessen.	
Sinds	 1984	 was	 hij	 hoogleraar	 Logistiek	 en	
Informatiesystemen	 aan	 de	 Rotterdam	 School	
of	 Management	 van	 de	 Erasmus	 Universiteit	
Rotterdam.	 Daar	 heeft	 hij	 meer	 dan	 25	 jaar	 lei-
ding	 gegeven	 aan	 de	 vakgroep	 Beslissings-	 en	
Informatiewetenschappen.	 Onderwijs	 en	 onder-
zoek	kwamen	daarbij	tot	grote	hoogten.
Jo	liet	zich	vooral	inspireren	door	uitdagingen	
in	de	praktijk.	Daardoor	realiseerde	hij	zich	des	te	
meer	 dat	 kwantitatieve	 logistieke	 modellen	 pas	
echt	betekenis	 krijgen	als	 ze	gecombineerd	wor-
den	met	grote	rekenkracht	en	als	ze	gevoed	wor-
den	met	de	juiste	data.	Hij	heeft	dan	ook	altijd	de	
link	tussen	de	Logistiek	en	de	Informatiesystemen	
gekoesterd.	
Aan	 zijn	 eerste	 specialiteiten	personeelsplan-
ning	en	distributienetwerken	voegde	Jo	later	een	
breed	 scala	 aan	 andere	 onderwerpen	 toe,	 want	
hij	had	een	goede	neus	voor	relevante	ontwikke-
lingen:	Electronic	Data	Interchange,	Supply	Chain	
Management,	 Reverse	 Logistics,	 Sustainable	
Mobility	 en	 vele	 andere.	 Hij	 werkte	 samen	met	
tal	van	bedrijven	in	binnen-	en	buitenland,	in	het	
bijzonder	in	de	Rotterdamse	haven.
Zijn	 afscheid	 van	 de	 Erasmus	 Universiteit	
Rotterdam	 stond	 gepland	 voor	 3	 september	 a.s.	
Hij	 was	 al	 tijden	 druk	 met	 de	 voorbereidingen.	
Het	 moest	 alleen	 geen	 afscheid	 worden,	 maar	
een	doorstart:	niet	terugkijken,	maar	een	blik	op	
de	toekomst.	Hij	was	daarom	ook	al	bezig	met	tal	
van	nieuwe	activiteiten:	de	VLM	(Vereniging	voor	
Logistiek	Management,	 ofwel	de	Vereniging	van	
Leuke	Mensen,	zoals	hij	die	zelf	noemde),	Dinalog,	
SmartPort,	Fresh	Corridor	en	vele	andere.	
Helaas	 heeft	 Jo’s	 grote	 hart	 hem	 nu	 veel	 te	
vroeg	 in	 de	 steek	 gelaten.	 Het	 is	 slechts	 een	
schrale	troost	te	weten	dat	het	in	de	hemel	nu	veel	
gezelliger	is	dan	voorheen.
Lorike	Hagdorn-Van	der	Meijden	en	Leo	Kroon
In Memoriam
Jo van Nunen (1945-2010)
*  De favoriete mop van Jo: Er zijn drie soorten wiskun-
digen: namelijk, wiskundigen die kunnen tellen, en 
wiskundigen die niet kunnen tellen.
ER WAREN 3 SOORTEN WISKUNDIGEN…*
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